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§ 8. E-ji A@Ebm ole 6(rulpo

Peviamente hemos estudiado el espacio de  fonciones F(6) para & un grope
{Lm‘Jro. Hemas visto que este espacio puede ser visfo como un espacio de ve-
fresejnf‘aoio’n par b Y que, de hecho, foda represamLaaén ivreducible V°
aporece tomo sobrepresentacisn em T(6), con na muliplicdod goe cotnaide
con s dimenion s T(6)E ® Nt
Fodemos  ganar mucha s Ln,form;oio’m acerca de las vepresentiaciones [y de
la edrodvrm migma) de & s dotomos ol espacio F6) de un products
que, tomo veremos o cottinuacion, es inducdo naturelmenite per la wulti-
phicacion em G.
Notermos que sobre F(6) hay wn products | defnido ‘porbs @ punt:
FLo)~F(&) — F&)

(F10 2)— 11 f«'fl(?ﬁ =1 1.0).
Es"'e €S EJ lPrDAaULCI-O Usual Oee :@unaones (ﬁ_u& €S Cor\mu‘,'c\‘]'{vo)j V.l—(i cs ei

(1)

:Frooémo_(o en el qrue es+omnos Ln1'eresacios. E[ ?roolucjb q/ue Y10S Lm+creSQ

?uco{e ser congiderndo un "Proiudo de convolucion'

; que €s no-(;onmU'H-(vo,
Como  emativaudh, povisomos. en Los elemenitos de G (que es on CoV\ljun'Ib (ﬁn'rlu)
como i Jueran los elomentos de la e de un cierto espacio vecorial
St denctamos los elomenbs de & como 44,9.,....9. , won N=1&1, exilonew
un vedsr arbitrario en este “espau'o vectorial" serla. una  combinacidn
Liveal de e forma

U = Mg+ Mk e+ A8, (2)

Con 14)7\1,._,)7“, e C (7.' quereros un eSG)ado V*e(;‘|'0rL'a,l me\e\jo)
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%r O'l'ro IJLA»O, ?ooaxr\'amos af)rovecb\a/r el /')roo[uc'l'o en e,l arquo ,f)a/ra o‘oﬁmr
Un ”‘PY'OJAAC‘I-O“ enire Aos ale 65155 Vec'l_or&S, /De l’\CC\/IU y o{aﬁlo gi_ue J r_ProAA.C}o

0\8 9o cton j§ M‘C sor o.ldu’n 9. (fhf)j =3u> ) ?oal&mos PWW en una
VY\UH(FfL'cao(ém "Eormal” de dos vectores T wﬁ (que Y de per U gon
combinaciones Lineakes "Lormales' de los elementts de 6), de la %xﬁuiem‘l‘ff
;@ovma .

fra V= Mgt g, + v g, ﬁv}«gﬁ}hﬁﬁ Aoy

C,OV\%iol@(P/vv\os

N N N | >

U+ =(Zmi>*<Zf*e‘r‘m:= > A 3.3, = Z%«Sw )
(= d‘=1 = =
A/J-l K=1

donde en & GHimo paso usomos el hecho de g 2l ?ro&udLo 3.9, tiene
que ser iqual o uno [y solo uno) de los cementns de 6. Esld daro, emtonces,
que la regla de woltiplicacion en G definiva Los coeficientes o, en foncidn
del conjorty complely de coeficientes Nk, Ay}

Una wmgjor forma. de olbtener Lo vegla de muthiphicacsn vesotante es usar los

de/mp/m)rus MISMDS ole 5 Como (nab'ces. Con%mlefamos t’/f\‘l'onces Sumas %ovmales

a=Za§Lg> b=2_b h |, paa a, b e . (3)

Jek heG L -
El Pror]Mdo e (Pueole C_alwla/r o . & //3 =3 (eﬁzgl" )
axb = (Za33>*(ZLLL'> = D % bh(ﬁlﬂ) = Z @SW bl«%
d¢<6 he& j,héé o 3)"‘€é
ch
:Z Za“‘lm.)'d . (4’>
5S¢k < he& 3‘" 3

Pz hacer esta idea mds precisa. basta con caer e cuenln qve un vechr

N
0(6 «?.q ’FDVm“- v o= Z_,')‘ijl ) © Unae Suma. cewb A = jajj nNo é€s O’\TCL Cosa
L= \jé&



g(ue un& )Qundo'n sobre & . Es‘l'o tiene Semjr('d,o, 5@ oL T(GB AN O p§8993
un tSfaao vcc‘for(oi- i O\EF(@, exvr,bn(f’s ok evaluar la guna'év\ a so‘am
e) ”Puv\'l‘b“ 9 @6 oL:‘\'@nemos un &Scalwr a(g3 S ([ ;q,ue o ¢és o‘\'m Cosa, q,ue
e coe«G'q'eM'\Te aa del que hicimos Uso ewm sz)éﬁim avferior.
Ademds de ecto, r|>oJe/mos darle un 51‘3m%m&o preciso a Jas  sumas formales cemo
éan Cl} o &wn (33 ) 3’\ \I\QCQMOS uso AQ Qﬂg “,ﬁunaov\es base ! gg_ (S(mi\a/rf*s GL/LGS
consideradas an+eriorme/n+€3 Aeﬁnia[a& oan :
=310 geh

S, ()= {

:De €5JFa /Forma, +oala ;funo{o’n QE T(é) Se fuede escribir ole momera Onica

Ceno
Q=2 . A(3) > S
\365\

S ahora ole%nlmos gj*gu = %L ) obJFenoOIre/mos CrePhLimaLo el amismo

9 | 0? tha)
ratuulo de arr ) |ma)one/mos l’tweaLJow{ solore *

Oxb = (20(9353 <Zb(h)§u> Za@)bmg*gh

jé‘é hel j)"‘Ee

_Zagsbh\% = > (Z a%h“)b(h)}&
3‘/!6& JEG het ?r

:Dezgim'oio‘n ( A&ﬁelarc\ de GFUPD)‘

EJ a/@ebra de 9rype A(E) es <l a’@jebm asociativa oblenida a Pwrﬁr
de KF/G), usando como Proiuc‘l‘u el ?rocﬂ.«uc"'b de  convalucidn de/f(nicao o s

%(Fam o, be /f\/[tﬂ axb (3) Za%l‘ ") b(h)

he&
A6)=(T(6), %) —= el dyebm de gupe

es e/Q e e gunaomes sobre 6, An'l'aoua a(.ai
?roiucj"b u*”
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° E/( ciljebra afe jrufo es ad’e/mcfs un m’ﬂjelom Lm/oim‘}ﬂ/a, con in\/of,uc{c?n

6 F>a*  defnida como a*(aw-: oy,
* Vecordemos que. una. involucion en un oiLJchq wmp%'o\ A es un e
A —A

o +—aof

con lis %juiem'l_e_s FroPiealaJes: () @*V*=a ¥acd
(i) (b= Xa* + 55, ¥uaeabek
(i) (ab)*= b'a*
—>Ejemplo: S A= Hul€) | el dlyebra de amavices mn con emfradas
complejas, ovbnces AT = AT (matna adjurde) es uma involudisn.

Teﬂrexma Sean G un Sru[ao «Eni*’o 3_ w:6— bL('H)= {T’H.—>7'£ IT /Uvueai,uni‘l'af[o?

Una, vepreserifacion unituria de & en un espao de Hilbert M, con preduchs
terior <> . Tara ae A(G), definir
Uy@a) = 2, a(gd Uig) (5)
Evifonces Uy 5a+{s£ace: Jee
(1) Uxla+b) = Uala) + Ua(b)
() Ualaxb) = Uy (@) Ualb)
() U (o*) = Uala)*
(iv) Ua (Se) = ddy
Ijualmem'l‘e, s Uy AG) —= (%) =”oparaplefcs scokdos en W sahsface
(4) - (iv), entonces exisle una rePreseermén onitaria. U de 6 que saﬁw's;rhce
Lz ec. ().

Dem. (i) es cv(alem‘\re. (ﬁ) se YY\UC’S'HQ usando el migmo cdcuto Gue  Usamos

o ole,f\‘mr el Prociwio axb, Teniemdo em cuemlza gque U(}\U(m =U(%M.
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En (i) Lo velacion Uy (a*) = uﬁla)* nos dice gue la iovolucion en A(6)
€es Uevaic A LL anoLAoLén en d)(%) 'ES oleoLr, e (/{A (a*) olebe sen el
ofemalor a{[)'unJ[o de  Uxla). \/en’:[l\'grue/mOs esh ;
<9 Unla®) o > =, Szeéa*@ U(9)3> =éz<><, d@) Wa)a) :\jza@)@,ulg)y .
Por o‘l'rD ﬂao‘o)

< ukzau,p :<3Z€5(33u(3)x,3> - %’é alg) U 4>

= 2 ap<UigHuLI Uiy S

g€k :ﬂ:
= U (") = U
SuPonﬂa/mog ahora que Uy e JMG) — Z () Sa*is\(zace Las con(ﬂw'ovwg (1) = (1v).
:POJ&(Y\OS ole_-gmir M[%) t= L{A(?&). Se ‘\’mjfa de un homomor;@ic,mo, i
U(?I) UU\) = uA(g&) UA(S».)(: (/{,4 ( %*SQ = MA (gah) = (/{ (8'“)
Ad&nc{s, M(g) es UYT..OPMO\AW unitario ) 5@ que Sg = Sa-*, 'EJL por Lo 1Lam']b
U(8)*= Un(5,)" () Uy (83) = Ua(se) = Ueg) z Uiy

M ¢S l!\omefno r;@{svno

V4

La represwbao’n vejulwr f‘é discudida previamentte se puede obtener & parkic de

Una, vepresentrusn natural gue podermos definir sobre A (6).

2 Wué refreseeraao’n fodzr(a/mog ole_,fmir fpara AL6), gue. sea “nadoral" 7

— En el o de AL, se hafa de un éldelam, as que buscamos rapas
TC: /4[6) 'eo?p(%) grue Sea) l/\omomo@fff?mas : Tlaxb) _—l T ()T (b).

A(J@ma’ﬁ p de esto , dlado \/’c(é) es invoh‘l‘iv&, (e rames T presexrverz
e g0 gre T p
ﬂa CV\VDLACJSH L TU(at) QTF(G)* . Comeo W(a)*«es ej C’()@faa‘lar Q\J‘UV\'ID JJ Wld), es

meor+am+e ‘]‘C/Aer oonhoﬂ %ob‘re e/( (Proiucjb in'}l’/fim <;> em %
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—=Fara construir una rePresan+aa5n T A>6) %Ra(%)) me(esijrafrvxosi

+ Un espaco de Hilbed (%,4.).

+ U homomettioms T2 A(€)—>oZ ().
(omo Lo Onico que fememos a nuesti J(sposn'aén es el a'djelora A(6), s
debomos pregudtar como hacer para velavonar A (&) con dgin espace de
Hilbert M. Avo: A(6), al ser un a’ljebra, es un esf)aao vectorial . i
dotamos o A(G) de un Prooﬂudo uierior adecuado, Tendriomos on espacio de
Hilbeet . Pero como espatio vechrial, A(&) o es otra cosa que el espacio F(&)
solre el cual habiames ya introducds un produde interior (pdg. 26)

—

{ab>=1 > als) big).
| &1 aeé S
T‘Q//\A/((/WDS em+onces H-= (/{(GB, < ,>> ) \Lj el maa T 7 Pes AlG) fs+d

\/lUjaMAo el doble Paf)d oe élﬂe_lora Y de espavio de @fgmﬁao’q, asi gue
es naturel vsar el produclo en A(6) pua definiv T :
A(6) < Al6) — Al6)
o , b Y=>Tw@b:=axb
Le. vemos & @€ A(&) wmo un "operador’ gue achiz sobre "vechres” def
espaco oe Hilbe/{' /)# (%(6), <,>>.
la {)r@junJra es T, ax Je,(miaﬂn, Sa%'s@aceﬁo‘x Pmp'\eolaoles (1) - ().
(1) y W) son Lnedados, yo gue
T(a+b)c = (ath)kc =axc+bxc= T()e +M(LIC | asi cemo
Tlaxb)c = bxb)xc = ax (bxrc)=Trw6) (T(DC) —> Tlaxb)=T(T(L).

(ﬁi) Yegtuie/re \nacar U0 exPL'aJro o\e,Q onolucjro msre/n'gr:
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T =T\ &  Medb, ¢y =<bnk)ed> YabceAls)

+ <b,T@cy=_"_ > bza>(Tr ) (4)
|5| Je&

=o*C

—

Z ) > a(gh“)c(h)
Jeb

1
| & he&

« {Me*db, cd="_ > (Tl’(a*)b)(g) c(3)

Z (a* *lo)(g) cey="1_5> a (gk“) b(h) €(9)
9e&

|€L| j\'\&é
Z alhg') b(h) <ty
9rhe

= T*=Tae).
—> 20l es la vepresentacisn uniteria U g corresponde . T ?
Seqin la domestrmcion del Yeorovra., dobenres defini
Ulg) = T0(s,).
Sea ae Al6), enonces tememeos
(U a) o) = (Tisy) o) ) = (§;xa) )= Zeég al) = alg ).
|

Xh‘ 3_——? X-SL\

= (/U‘&) es o rePYesem’lho'dn rgjulwq,m L\a'a{a/ngg
Ya E’S\'Uo!/(ocﬂo!) — U(a) ;ﬁe (Cf §7)

T@V\E’/YY\OS una versdn del lema de Schor aolafﬂaz}a a. repfes&n\‘aaomes del
élﬂebm de e A(E).
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| ema de Schur (version ponc AC&))
Sea T una rePresemeaén irreducible de A(G) en W ( egg).o(e Hilbert ) .

Sea T:MU—=N Lnesl Hal ome
T-m(a) =T@)-T ¥ ae (b))
Evfonces T= % idy,

:Dew] o — C_?. S—L\mov\, ‘H«m.-ﬂ.4.4

_

/\/oJfaa'o’n:

G = conjunto de Lo "dhss de eppiocin de eprecbicones cred do &
Usamos  un (ndice comeo " ! para indicar o€ b. G decir, o demclx

una de las vepresetaciones irreducdles — P & —GI(V7) , ne=dimV

Denctemos  con "D(,j(é) ol elemedty ., j de Ja matria da vefreswﬁagh do

/DQ((%) una base dada.
Las Tﬁﬂﬁao«/les de or’l‘oﬂonaLM -I-Dwnn ﬁa\ Fgrmc\‘.

4 D D) = L S SiS
l | SEG DA() (6 DQ_Q {8> o [3 (Jl

N

Teoim& E4 COV\\J'un'fo {WD; 3¥€&3i36{4.,.n43 £S Unk ba&e orTonorMal

o (F(e) <, >).

Dew —= c.f. thm TT.4.3 en Simon

Notse qre pare & Jo Femomos 00 forcionss , D5, Ly edneand, ol

que < Feoroma dx racn de ba fsmoks gguiete (gue homos = demosteds)
4]= diw Tl = Z g,

JeG
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Cab& Pﬁ‘ﬁun‘\aﬁe q,wf sucede con estas ;@unc{omes L «014:5 @m&ia(awmc& CoMO
\'-’/{@me/r}os de %(tﬂ C{MWLa/mw‘lE, azl /Fovmar UNA bﬁ&e, debe s U?oa\ole

(=) (R

QXG)VPW &Lﬂlﬁuleﬁf‘ q)mo‘ud'o de convolucdin como D*a ¥ Du Como L C,omlomcc-

con Livead do Los elementns de Lo bug.

M KDC%“\V X@:— N« ng\ c Ale) . Evifonees  se Fene

4 g

(=) () ()
X5+ X =Sa S X | (6)

/-D_;Oﬁ — Eie/raao

Observasin: Sea. X \n>% oma buge orfonormal en un  espacio de Iilbert (din f2)
~ > Ae,@'nhmos oPe/raJLeﬂe.S Loim 2= n>Lm| ) E,V\'}DY]CES CQMam@/\‘]'e
teudremos

EV\YVI Gu = Smu eVl..Q

/

g[ue es dus'\'amw'tz (4) 1’)&&6{ °(=IE. En Pa«r-{w&ﬂa& Cun es un \’JYD\.ICC—}ﬁT
— LQVM)L = Ev\\n

Eso da Lﬁm N %\du'(a/@ ﬁoremo\, uﬁa demashacion  se Jaa ComD *_CjéYOLOio 10.2

Ten\fe/mca ExisJYe un iSO‘(Y\OV;%%’mo Ae ﬂJE\Oms Ln\loLA‘J‘fvas

A(£) = ) Ham(c™) = P M. (C) (3)

ek o(eZ;

A\tjuola: L observacsn anterisr, Jun"b con (¢) SUﬂier\@m o!e_/g\mr
B:AL)—= DM, $r>B(0), £l£>=&Z€6D‘(a>f(a>

X€G

> §(£*8)= dz(f)é(%)



