Fisica de Particulas
FISI-3152 (Andrés Reyes) - Tarea2 - 22.09.2022

El objetivo de esta tarea es explorar el concepto de resonancia, en el con-
texto de la teoria de scattering no-relativista. Para esto haremos uso del
analisis de ondas parciales de la tarea anterior y analizaremos numerica-
mente un caso particular. Esta tarea contiene “notas de clase”; los ejercicios
a ser desarrollados estan claramente indicados dentro del texto.

1. Estados ligados

La idea de esta tarea es explorar el concepto de resonancia a través de un ejemplo con-
creto. Para esto consideraremos un potencial que corresponde a un pozo esféerico de
profundidad finita. La energia potencial esta dada por

Vo, 0<r <R,

V(r)=-Vo8(R-r) = { 0. F> R (1)

La constante V,, > 0 representa la profundidad del potencial, mientras que R representa
el alcance del potencial. Escoger esta forma simple del potencial tiene como ventaja que
la ecuacion radial es exactamente soluble, lo que facilita el analisis del problema. Ademas,
este tipo de potencial es adecuado para modelar fuerzas de corto alcance, de tal forma
que tiene multiples aplicaciones a sistemas fisicos reales (el deuterén siendo un ejemplo).

Para poder comprender las propiedades de la seccion eficaz cuando la estudiamos como
funcion de la energia, es muy conveniente primero tener control sobre las propiedades
de los estados ligados del sistema. Realizaremos el analisis de los estados ligados por
pasos, considerando primero el caso £ = 0 y luego el caso general. La razon para hacer
esta distincion es que los estados ligados corresponden a soluciones de la ecuacion de
Schrodinger

2
—h—vzw +V(r)y = Ey, (2)
2m

con E < 0. La existencia de este tipo de soluciones depende la forma del potencial efec-
tivo, que a su vez depende del sector de momento angular £ que estemos considerando.
Recordemos que al proponer un ansatz de separacion de la forma

ue(r)
r

y(r) ~ Yem(6, ¢), (3)
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la funcion u, debe satisfacer la siguiente “ecuacion radial”:

” 2m —2mkE
uy (r) — ﬁvefuf(r) = Tuf(r), (4)
donde V¢ es el potencial efectivo
(L +1
Vef(r) = % + V(I") (5)
mr

Mientras que la solucion del caso £ = 0 se puede obtener a partir de funciones trigo-
nomeétricas elementales, la solucion del caso general requiere hacer uso de funciones de
Bessel y funciones de Hankel, razon por la cual consideraremos primero el caso ¢ = 0.

1.1. Caso particular (¢ = 0)

Para £ = 0 la ecuacion radial toma la forma

ul(r) = —Zh—’?(E+V09(R—r))uo(r). ©6)

Los valores propios de energia deben satisfacer la condicion -V, < E < 0. De aqui se
sigue que E +V, > 0, de tal forma que podemos definir los siguientes parametros reales:

K:”W’ /1::”—27;721E. (7)

La solucion general a la ecuacion radial esta dada por

B sin(kr), r <R,
e v A ®)

Aqui ya hemos impuesto la condicion de que el comportamiento de u((r) en el origen
no sea singular. Exigiendo la continuidad tanto de uo(r) como de su derivada u;(r) en
r = R, obtenemos

Ae™® = BsinkR, 9)
—1Ae R kB coskR. (10)

Dividiendo ambas ecuaciones para eliminar las constantes A y B y reorganizando térmi-
nos, llegamos a
AR = —«kR cot(kR). (11)

Debemos ademas tener en cuenta que A y k no son parametros independientes. De su
definicion en la ecuacion (7) se sigue la siguiente condicion:

ZmV()
hZ

(AR)* + (kR)? = RZ. (12)
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Si mantenemos fijo el valor de R podemos variar el radio del circulo en esta ecuacion
variando el valor de V. Para facilitar el analisis grafico de este par de ecuaciones, in-
troduzcamos variables adimensionales x = kR e y = AR. Asi, (x, y) debe estar sobre un

2mV,
@ =4/ hZOR. (13)

Con estas convenciones, llegamos a la conclusion de que los valores de energia para los

circulo de radio

estados ligados estan determinados por la solucion del siguiente sistema de ecuaciones:

y = —x cotx, (14)

x2+y? = (15)

Notese que la condicion A > 0 (necesaria para garantizar la integrabilidad de la funcion
de onda) se traduce en y > 0. Por lo tanto, para tener soluciones fisicamente relevantes,
requerimos que x sea tal que —x cotx > 0:

n
(2n+1)5§xs(n+1)71, n=0,1,... (16)

Como se trata de ecuaciones trascendentales (cuya solucion se debe obtener numérica-
mente) sera conveniente examinarlas con detenimiento, sobre todo porque asi podremos
ver como van apareciendo estados ligados al ir aumentando el valor de V}. Siguiendo con
la idea de mantener fijo R, el inico parametro que vamos a variar es V;. De esta forma,
por ejemplo, podemos considerar la ecuaciéon x% + y? = @ como la ecuacién de un circu-
lo de radio proporcional a YV, donde el eje x corresponde a kR y el eje y a AR. Tanto
AR como kR son mayores que cero, asi que dicha ecuacion solo tiene sentido fisico en el
primer cuadrante. Por otro lado, la ecuacion y = —x cot x nos dice que los estados ligados
estan determinados por los puntos de interseccion del circulo de radio @ con la funcion
—x cotx.

Ejercicio 1. ;Qué condicion sobre el valor de kR se debe cumplir para que exista por
lo menos un estado ligado? A medida que aumentamos el valor de Vj, manteniendo R
fijo, iran apareciendo nuevos estados ligados. ;Cuales son los valores de kR para los que
esto ocurre? Realice un grafico que ilustre adecuadamente la situacion. Sea Vi, el valor
minimo que debe tener el potencial para admitir al menos un estado ligado. Encuentre
una expresion para Vi, en términos de R, 7 y m.

Este valor del potencial determina una escala de energia, que podemos usar para tra-
bajar con cantidades adimensionales. Definamos, por lo tanto, las siguientes variables

reducidas:
- E -~V
T ) 0 =

min min

(17)

De esta forma podemos expresar nuestras variables como sigue:

T ~ T ~ ~ T [~
AR = E -E, KR = EVE + Vo, a = E V. (18)
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Ejercicio 2. Muestre que los valores de V, para los cuales “entran” nuevos estados son
los siguientes:
Vo= (2n+1)%, n=0,1,... (19)

1.2. Caso general (£ > 0)

Habiendo ganado cierta intuicion acerca del problema en el caso ¢ = 0, consideremos
ahora el caso genral, £ > 0. Segtn el ansatz de separacion (3), la ecuacion que satisface la
parte radial es (4). En lo que respecta al calculo de los estados ligados, podemos conside-
rar esta como la ecuacion de Schrodinger de una particula (en una dimension espacial)

sujeta al potencial

(L +1

Vee(r) o= LELHD
2mr

La figura 1 muestra una grafica de Ve¢/Viin como funcion de r/R, para £ = 1y para

+V(r) (20)

dos valores de V;. La forma y profundidad del pozo “efectivo” depende tanto del valor
de ¢ como del valor de V. Por ejemplo, para que el potencial efectivo sea negativo, es
necesario que se cumpla la siguiente condicion:

40(€+1)
V() > —ZVmin- (21)

n

Para £ = 1 la condicion se puede escribir como Vy > 8/7% ~ 0,81. Como se puede ver
en la figura 1, justo para este valor de Vj el potencial efectivo deja de ser negativo. Sin
embargo, la curva de energia sigue teniendo un minimo. Clasicamente, una particula que

— V=6 — Vp=0.81

1 5 15 2

0.5 1 1.5 2

(@) (b)

Figura 1: Forma del potencial efectivo Ver/Vpin (como funcion de r/R) para £ = 1 para dos pro-
fundidades del pozo. (a) Para V; = 6, el pozo es suficientemente profundo como para
poder albergar un estado ligado. (b) Para V, = 0,81, el término centrifugo domina y
el valor minimo del potencial ya no sera negativo. El estado ligado que se tenia en
(a) se ha convertido en una resonancia en (b). El valor de V, para el cual ocurre esta
transicion se puede obtener como una de las raices de la ecuacion (??), evaluada en
E=0.
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tenga una energia total que caiga dentro de la region del pozo estara totalmente confinda.
Pero en el problema cuantico esto ya no es cierto. El tunelamiento cuantico nos muestra
que eventualmente la particula dejara el pozo. Este efecto de “atrapamiento temporal”
por un pozo (que ya no permite estados ligados) se vera reflejado en la seccion eficaz,
en la forma de una resonancia. Pero para poder probar esta afirmacion (en el caso del
ejemplo que nos ocupa) debemos primero encontrar los estados ligados del sistema.

Procederemos de forma similar al caso £ = 0. Como estamos buscando soluciones con
E < 0, seguiremos haciendo uso de los parametros A y « definidos en (7). Notemos, sin
embargo, que debido a que ahora ¢ puede ser distinto de cero, la condicion de energia
—Vy < E < 0 debe ser reemplazada por

RE(C+1)

S R <E+Vy<V. (22)
m

En términos de la funcion u(r), la ecuacion radial toma la siguiente forma:

((L+1
u” — #u +x*u=0  (enlaregionr < R), (23)
r
((L+1)
-—u

l/t”
2

- 2u=0 (en la region r > R). (24)
r

En ambos casos, la ecuacion radial es de la forma

, L(l+1)
u — —
r2

u+&u =0, (25)

donde £ es un parametro real. Para absorber este factor, realizamos el cambio de variable
x = ér, de tal forma que se tiene

d _d (26)
dr  "dx’
Esto nos permite reescribir (25) de la siguiente forma:
t(f+1
u’ — gu +u=0, (27)

X2
donde ahora las derivadas se toman con respecto a x. De esta forma, la distincion entre
los dos casos se reduce a una diferencia de signo (aparte de la escogencia especifica de

£):

m Casol:r <R — &=k, signo“+

«© o

» Caso2:r >R — §¢=4, signo -

En el primer caso (r > R), vemos que u es de la forma uy(x) oc xj;(x), donde j/(x) es la
funcion de Bessel esférica de grado €.

Debido a la plétora de funciones de “tipo Bessel” que se encuentran en la literatura, antes
de continuar resultara conveniente considerar diferentes versiones (todas equivalentes)
de la ecuacion radial.
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Comencemos por reescribir el ansatz de separacion para la funcion de onda en la forma

U(r)=f(r)Y(6,¢), (28)

donde f es una funcion que solamente depende de la coordenada radial y Y alguna fun-
cion esférica (cf. tarea 1). Partiendo de f(r), consideremos otras dos funciones, u(r) y
J(r), determinadas por las siguientes condiciones:

u(r) _J(r)
r _\/7'

Notese que de aqui también resulta u(r) = \/rJ(r).SiY es de grado ¢, entonces una serie
de calculos sencillos (pero tediosos) nos mostraran que las funciones f,u y J satisfacen

f(r)= (29)

las siguientes ecuaciones diferenciales, todas equivalentes a la ecuacion radial (27) con
la escogencia de signo positivo y donde estamos usando la convencion x = £r:

X X
Yy (1—(“—12/2)2)1:0, (30b)
X X
u’ + (1 - é’(f: 1)) u=0. (30c)
X

La ecuacion (30b) es la ecuacion diferencial de Bessel con indice semi-entero v = € +1/2:

J”+1J’+ 1—V—2 J,=0 (31)
voxY k27
Sus soluciones son las funciones de Bessel J, (x) (también conocidas como funciones
de Bessel de primer tipo), cuya definicion como serie de potencias es

_ o (_1)k(x/2)2k+v
() = é KT(v+k+1) (32)

Como hemos mencionado (tarea 1), cuando el indice v no es entero, las funciones J, y
J_, forman un conjunto completo de soluciones de la ecuacion. En vista de (29), vemos
que la funcién radial f debe ser de la forma x~'/2J,, (x), con v = £ + 1/2. Recordando la
definicion de las funciones de Bessel esféricas,

jelx) = \/gffﬂ/z(x), (53)

vemos entonces que las dos soluciones independientes para (30a) son j¢ y j_(¢+1). Sin
embargo, como la ecuacion (30a) es la que nos da la solucion en la region r < R, la
funcion j_(¢41) debe ser descartada, ya que esta es singular en el origen. Esto nos deja
con (un multiplo de) j,(x) como la solucion al problema radial en la region interior del
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pozo de potencial. Como ilustracion, consideremos el caso £ = 0 (que ya resolvimos). En
este caso las dos soluciones independientes de la ecuacion radial (en la forma (30a)) son
Joy j-1. Para estas funciones tenemos

sin x CcOS X

ol = 225, ) = (49
Claramente solo la primera opcion es no singular en el origen (cf. (8)).
En este punto, podemos afirmar lo siguiente:
Para r < R, la funcion de onda es de la forma ¥ (r) = f(r)Y (6, ¢), con
f(r) = Bje(xr), (35)

para alguna constante B y con « definida como en (7).

Pasemos ahora a considerar las soluciones en la region r > R. Esto equivale a estudiar
la ecuacion (27) con la escogencia “-” para el signo. Notemos que si en la ecuacion (31)
realizamos el cambio de variable x + ix, la ecuacion toma la forma

144 1 ’
F+—F—(1+—)F:0. (36)
X

Esta se conoce como la ecuacion de Bessel modificada y sus soluciones son las si-
guientes funciones de Bessel modificadas:
1y (x) =i""J, (ix), (37a)
Vg
K, (x) = EiV“Hﬁ”(ix). (37b)
La funcion I, no es otra cosa que una funcion de Bessel de argumento imaginario. Por
otro lado, la funcion K, esta definida en terminos de una funcion de Hankel. Las fun-
ciones de Hankel son combinaciones lineales de funciones de Bessel y funciones de
Neumann,
Y (x) 1= 0y (x) + Ny (), (382)
HY (x) = J, (x) = iNy (x), (38b)

donde la funcion de Neumann N, (en ocasiones denotada como Y,) se define de la
siguiente forma:

cos(nv)J,(x) — J_,(x)

Ny (x) = sin(7rv)

(39)

Las funciones de Neumann también se conocen como funciones de Bessel de segundo
tipo y las funciones de Hankel también se encuentran bajo el nombre de funciones de
Neumann de tercer tipo.
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Como nos interesa la region r > R, para tener estados ligados tenemos que escoger
aquellas soluciones de la ecuacion de Bessel modificada que decaigan para r — oo. El
comportamiento asintotico de 7, (asi como el de K,) se puede obtener facilmente a partir
de las formulas respectivas para J,.

De forma analoga al caso de las funciones de Bessel esfeéricas, se definen también las
funciones de Neumann esféricas (o funciones de Bessel esfericas de segundo tipo),
ne, asi como las funciones de Hankel esféricas, hgl) (de primer tipo), héz) (de segundo
tipo). Todas estas estan definidas (o se pueden expresar) en términos de funciones de
Bessel de primer tipo con indice semi-entero, como se indica a continuacion:

Je(x) = \/§J€+1/2(X), (40)
ne(x) = \/ngﬂ/z(x) = (—1)“1\/;]—(“1/2) (x), (41)

e (x) o= \/gﬂéﬂ 12(0) = je(x) +ine(x), (42)
e (x) o= \/gHéii 12(0) = e (x) = ing(x). (43)
La siguiente es una util formula cerrada para h;l):
(1) ) c(1d Cleix
h,” (x) = —i(—x) ()_CE) (7) . (44)

Segun lo que hemos discutido, la solucion general de la ecuacion radial en laregionr > R
debe ser de la forma f(r) = Aj,(idr) + Bhgl) (idr). Para que esta solucion sea aceptable
fisicamente, debemos exigir A = 0. En resumen:

Para r > R, la funcion de onda es de la forma ¢/ (r) = f(r)Y (6, ¢), con
f(r) = BRSV (idr), (45)

para alguna constante B y con A definida como en (7).

Ejercicio 3. La condicion para determinar los posibles valores propios de energia resulta
de exigir la continuidad de la funcion radial, asi como de su derivada, en el punto r = R.
Obtenga una ecuacion para estos valores propios (para el sector de momento angular ¢)
que no involucre las constantes de normalizacion. Muestre también que en el caso £ = 0
el resultado se reduce al obtenido en la seccion anterior.
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Ejercicio 4. Nos interesa encontrar aquellos valores de V; para los cuales “entran” nue-
vos estados ligados, a medida que vamos aumentando la profundidad del pozo. Muestre
que para el sector de momento angular ¢ estos valores estan determinados por la raices
de la siguiente ecuacion:

—xjp(x) = (£ +1)je(x), (46)

donde x = (7/ 2)\/‘7_0. Muetre que, para el caso particular € = 1, las soluciones son de la
formax =nn(n=1,2,3,...), es decir (en el caso £ = 1), los valores de Vo para los cuales
aparecen nuevos estados ligados al aumentar un poco la profundidad del potencial estan
dados por

Vo = 4, 16, 36, 64, ... (47)

La figura 2 muestra como el estado ligado con energia E ~ —1,235 (que est4 presente
cuando V, = 6) se va moviendo hacia cero a medida que V se va a aproximando a 4.

2. Solucion de la ecuacion radial (E > 0)

2.1. OndasS (£ =0)

La ecuacion radial para el problema de dispersion es formalmente la misma que para los
estados ligados, con la tnica diferencia de que ahora buscamos soluciones con £ > 0.
Esto nos permite mantener intacta la definicion de la constante kappa:

K =1/ —zm(Eh2+ Vo). (48)

— V=6 —— E=-1.235 — V=45 —— E=-0.241
"\ — '\ —
1l 5 1 15 2. _4 5 { 15 2
=27 -2
-3 -3t
-4r -4
-57 -5t

(@) (b)

Figura 2
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— E(=1) E(=2)
A0 16\ 3 64, V0
5l
—10t
-15¢
-20+

Figura 3: Energias de ligadura correspondientes a los sectores £ = 1 (en azul) y £ = 2 (en naranja).
Para el caso £ = 1, vemos que a medida que aumenta la profundidad del potencial,
van apareciendo nuevos estados ligados, en las posiciones especificadas en (47). En
particular, se puede ver que la profundidad minima del potencial para que exista al
menos un estado ligado es V; = 4.

El cambio de signo en la energia sera tomado en cuenta reemplazando la definicion de

k=2 (49)

El significado fisico de este parametro es claro: k es la magnitud del momento lineal

la constante A en (7) por la siguiente:

de la particula incidente. Para cuando grafiquemos la seccion eficaz total en funcion de
la energia resultara conveniente contar con la siguiente formula, que relaciona k con
E=E /Viin:

kR = %x/E (50)

En el caso £ = 0 la ecuacion radial puede ser escrita de la siguiente forma:
uy (r) = —k*uo(r) — (kK% = k*)O(R = r)uo(r). (51)
Se sigue de aqui que en la region r < R la solucion (regular en el origen) es de la forma
uo(r) = Asin(kr), (52)

mientras que en la region r > R la solucion general es una combinacion lineal de sin(kr)
y cos(kr). Sin embargo, es mas conveniente tener en cuenta la forma asintotica general
de la funcion radial, asi como la convencion en la definicion de los phase shifts (cf. tarea
1). De esta forma, tenemos que para r > R la solucion es de la forma

uo(r) = Bsin(kr + 6o(k)). (53)

10
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Figura 4: Contribucion del sector £ = 0 a la seccion eficaz total (en unidades de 7R?) en funcion
de la energia (en unidades de Vi) para diferentes valores de Vj. Cuando Vo = 1 ob-
servamos una divergencia en la seccion eficaz a bajas energias. Este comportamiento
se puede explicar a partir del comportamiento de los estados ligados.

Imponiendo continuidad de la derivada logaritmica de uy en r = R, obtenemos las si-
guientes ecuaciones:

Asin(kR) = Bsin(kR + 6¢(k)), (54a)
kA cos(kR) = kB cos(kR + 6y (k)). (54b)
Dividiéndolas y despejando a favor de 6, obtenemos

k tan(kR) — « tan(kR)
k + k tan(kR) tan(«kR)’

tando(k) =

de donde se sigue

(kR tan(kR) — kR tan(kR))?

sin® 8o (k) = (kR tan(kR) — kR tan(kR))? + (kR + kR tan(kR) tan(kR))?’

(56)

Esto es todo lo que necesitamos para calcular la contribucion de las ondas S a la seccion
eficaz total. El parametro natural de 4rea para este problema es 7 R?. Podemos por lo tanto
expresar la seccion eficaz en términos de esta unidad de area. Recordando la formulas
obtenidas en la tarea 1, tenemos que
o(E) 16

o= = —=
7TR2 7T2E

Z(zg +1) sin? 5, (k). (57)
=0

Evaluando numéricamente la contribucion del término de grado ¢ a la seccion eficaz
(57) (para varios valores de V;) obtenemos curvas como las indicadas en la figura 4. En
la figura se ve claramente como, a medida que Vj se acerca al valor critico 1, la seccion

11
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eficaz a bajas energias comienza a diverger. Esto es algo tiene sentido, ya que si hacemos
un poco mas profundo el potencial, obtendremos un estado ligado con una energia muy
cercana a cero. Al disminuir la profundidad del pozo de potencial, haremos que este
estado ligado se convierta en una resonancia a bajas energias.

Ejercicio 5. Segtin el analisis de las secciones anteriores, es de esperarse que para V, =
(2n+1)% (n = 0,1,2,...) la seccion eficaz presente el comportamiento descrito en el
parrafo anterior. Para evidenciar esto, realice un grafico de la seccion eficaz, evaluada en
E = 0.02, como funcién de \70. Comente su resultado.

2.2. Analisis general de ondas parciales

En el caso £ > 0 la ecuacion radial toma la siguiente forma:

u}’(r) + (kz + (K2 - kz)Q(R -r)— {’({;—;—1) ue(r) =0. (58)

Por lo discutido previamente es claro que las soluciones de esta ecuacion deben ser de la
siguiente forma:

(in) .
f{f(r)Eug—(r): ) A[ .]f(Kr)a I’<R,
r Apje(kr) + Benge(kr), r > R.

Para la solucion en la region interior del potencial solo hace falta considerar funciones
de Bessel esféricas de primer tipo, ya que las de segundo tipo (Neumann) son singulares
en el origen. La ya usual condicion de continuidad diferenciable de la funcion radial en
r = R se puede expresar convenientemente en términos de la derivada logaritmica de f,
evaluada enr = R.

Definamos, por lo tanto, el siguiente parametro:

L R dfe(r)
po= ti (540

(59)

r=R-¢&

Teniendo en cuenta la forma de la funcion radial para r < R, obtenemos el siguiente
resultado:

Para evaluar la derivada logaritmica en el limite desde la derecha (limgz—,o+ R + &) es
necesario obtener una relacion entre A, y By.

12
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Ejercicio 6. Muestre que B;/A; = —tan ¢,. Haga uso de este resultado para evaluar la
derivada logaritmica

R dfm)) .

P ( Fo(r) dr

Igualando el resultado a B, y despejando a favor de d,, obtenga una expresion para

r=R+¢&

sin? §,, en funcion de los parametros k, R y .

Ejercicio 7. Realice un grafico que muestre la contribucion del sector ¢ = 1 a la seccion
eficaz (en unidades de 7 R?) para \70 =3.0,3.5,4.0 y 4.5, en funcion de E. Comente acerca
del significado fisico de su resultado.

Ejercicio 8. Para ¢ = 2, el primer estado ligado aparece cuando la profundidad (V;) del
potencial es mayor a 8.183 (ver figura 3). Para V, = 7.5, dicho estado ya no es un estado
ligado, y ha pasado a ser un estado de resonancia. Para evidenciar este comportamiento
de la seccion eficaz, realice un grafico de la misma, en funcion de E, para el caso VO =7.5.
Muestre por separado las contribuciones individuales de los términos ¢ = 0,1y 2, asi
como la suma de todos los términos para 0 < ¢ < 10.

Fecha de entrega: Viernes 14 de octubre, en clase.
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