
Fı́sica de Partı́culas
FISI-3152 (Andrés Reyes) - Tarea 2 - 22.09.2022

El objetivo de esta tarea es explorar el concepto de resonancia, en el con-
texto de la teorı́a de sca�ering no-relativista. Para esto haremos uso del
análisis de ondas parciales de la tarea anterior y analizaremos numérica-
mente un caso particular. Esta tarea contiene “notas de clase”; los ejercicios
a ser desarrollados están claramente indicados dentro del texto.

1. Estados ligados

La idea de esta tarea es explorar el concepto de resonancia a través de un ejemplo con-
creto. Para esto consideraremos un potencial que corresponde a un pozo esférico de
profundidad �nita. La energı́a potencial está dada por

𝑉 (𝑟) = −𝑉0𝜃 (𝑅 − 𝑟) ≡
{
−𝑉0, 0 < 𝑟 < 𝑅,
0, 𝑟 ≥ 𝑅.

(1)

La constante 𝑉0 > 0 representa la profundidad del potencial, mientras que 𝑅 representa
el alcance del potencial. Escoger esta forma simple del potencial tiene como ventaja que
la ecuación radial es exactamente soluble, lo que facilita el análisis del problema. Además,
este tipo de potencial es adecuado para modelar fuerzas de corto alcance, de tal forma
que tiene múltiples aplicaciones a sistemas fı́sicos reales (el deuterón siendo un ejemplo).

Para poder comprender las propiedades de la sección e�caz cuando la estudiamos como
función de la energı́a, es muy conveniente primero tener control sobre las propiedades
de los estados ligados del sistema. Realizaremos el análisis de los estados ligados por
pasos, considerando primero el caso ℓ = 0 y luego el caso general. La razón para hacer
esta distinción es que los estados ligados corresponden a soluciones de la ecuación de
Schrödinger

− ℏ2

2𝑚
∇2𝜓 +𝑉 (𝑟)𝜓 = 𝐸𝜓, (2)

con 𝐸 < 0. La existencia de este tipo de soluciones depende la forma del potencial efec-
tivo, que a su vez depende del sector de momento angular ℓ que estemos considerando.
Recordemos que al proponer un ansatz de separación de la forma

𝜓(r) ∼ 𝑢ℓ (𝑟)
𝑟

𝑌ℓ,𝑚 (𝜃, 𝜙), (3)
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1 Estados ligados

la función 𝑢ℓ debe satisfacer la siguiente “ecuación radial”:

𝑢′′ℓ (𝑟) −
2𝑚
ℏ2
𝑉ef 𝑢ℓ (𝑟) =

−2𝑚𝐸
ℏ2

𝑢ℓ (𝑟), (4)

donde 𝑉ef es el potencial efectivo

𝑉ef(𝑟) :=
ℏ2ℓ(ℓ + 1)
2𝑚𝑟2

+𝑉 (𝑟). (5)

Mientras que la solución del caso ℓ = 0 se puede obtener a partir de funciones trigo-
nométricas elementales, la solución del caso general requiere hacer uso de funciones de
Bessel y funciones de Hankel, razón por la cual consideraremos primero el caso ℓ = 0.

1.1. Caso particular (ℓ = 0)

Para ℓ = 0 la ecuación radial toma la forma

𝑢′′0 (𝑟) = −2𝑚
ℏ2

(
𝐸 +𝑉0 𝜃 (𝑅 − 𝑟)

)
𝑢0(𝑟). (6)

Los valores propios de energı́a deben satisfacer la condición −𝑉0 < 𝐸 < 0. De aquı́ se
sigue que 𝐸 +𝑉0 > 0, de tal forma que podemos de�nir los siguientes parámetros reales:

𝜅 :=
√︂

2𝑚(𝐸 +𝑉0)
ℏ2

, 𝜆 :=
√︂

−2𝑚𝐸
ℏ2

. (7)

La solución general a la ecuación radial está dada por

𝑢0(𝑟) =
{
𝐵 sin(𝜅𝑟), 𝑟 < 𝑅,

𝐴 𝑒−𝜆𝑟 , 𝑟 ≥ 𝑅.
(8)

Aquı́ ya hemos impuesto la condición de que el comportamiento de 𝑢0(𝑟) en el origen
no sea singular. Exigiendo la continuidad tanto de 𝑢0(𝑟) como de su derivada 𝑢′0(𝑟) en
𝑟 = 𝑅, obtenemos

𝐴𝑒−𝜆𝑅 = 𝐵 sin 𝜅𝑅, (9)
−𝜆𝐴𝑒−𝜆𝑅 = 𝜅𝐵 cos 𝜅𝑅. (10)

Dividiendo ambas ecuaciones para eliminar las constantes 𝐴 y 𝐵 y reorganizando térmi-
nos, llegamos a

𝜆𝑅 = −𝜅𝑅 cot(𝜅𝑅). (11)

Debemos además tener en cuenta que 𝜆 y 𝜅 no son parámetros independientes. De su
de�nición en la ecuación (7) se sigue la siguiente condición:

(𝜆𝑅)2 + (𝜅𝑅)2 = 2𝑚𝑉0
ℏ2

𝑅2. (12)
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1 Estados ligados

Si mantenemos �jo el valor de 𝑅 podemos variar el radio del cı́rculo en esta ecuación
variando el valor de 𝑉0. Para facilitar el análisis grá�co de este par de ecuaciones, in-
troduzcamos variables adimensionales 𝑥 = 𝜅𝑅 e 𝑦 = 𝜆𝑅. Ası́, (𝑥, 𝑦) debe estar sobre un
cı́rculo de radio

𝛼 =

√︂
2𝑚𝑉0
ℏ2

𝑅. (13)

Con estas convenciones, llegamos a la conclusión de que los valores de energı́a para los
estados ligados están determinados por la solución del siguiente sistema de ecuaciones:

𝑦 = −𝑥 cot 𝑥, (14)
𝑥2 + 𝑦2 = 𝛼2. (15)

Nótese que la condición 𝜆 > 0 (necesaria para garantizar la integrabilidad de la función
de onda) se traduce en 𝑦 > 0. Por lo tanto, para tener soluciones fı́sicamente relevantes,
requerimos que 𝑥 sea tal que −𝑥 cot 𝑥 > 0:

(2𝑛 + 1) 𝜋
2
≤ 𝑥 ≤ (𝑛 + 1)𝜋, 𝑛 = 0, 1, . . . (16)

Como se trata de ecuaciones trascendentales (cuya solución se debe obtener numérica-
mente) será conveniente examinarlas con detenimiento, sobre todo porque ası́ podremos
ver cómo van apareciendo estados ligados al ir aumentando el valor de𝑉0. Siguiendo con
la idea de mantener �jo 𝑅, el único parámetro que vamos a variar es 𝑉0. De esta forma,
por ejemplo, podemos considerar la ecuación 𝑥2 + 𝑦2 = 𝛼2 como la ecuación de un cı́rcu-
lo de radio proporcional a

√
𝑉0, donde el eje 𝑥 corresponde a 𝜅𝑅 y el eje 𝑦 a 𝜆𝑅. Tanto

𝜆𝑅 como 𝜅𝑅 son mayores que cero, ası́ que dicha ecuación solo tiene sentido fı́sico en el
primer cuadrante. Por otro lado, la ecuación 𝑦 = −𝑥 cot 𝑥 nos dice que los estados ligados
están determinados por los puntos de intersección del cı́rculo de radio 𝛼 con la función
−𝑥 cot 𝑥.

Ejercicio 1. ¿�é condición sobre el valor de 𝜅𝑅 se debe cumplir para que exista por
lo menos un estado ligado? A medida que aumentamos el valor de 𝑉0, manteniendo 𝑅
�jo, irán apareciendo nuevos estados ligados. ¿Cuáles son los valores de 𝜅𝑅 para los que
esto ocurre? Realice un grá�co que ilustre adecuadamente la situación. Sea 𝑉min el valor
mı́nimo que debe tener el potencial para admitir al menos un estado ligado. Encuentre
una expresión para 𝑉min en términos de 𝑅, ℏ y 𝑚.

Este valor del potencial determina una escala de energı́a, que podemos usar para tra-
bajar con cantidades adimensionales. De�namos, por lo tanto, las siguientes variables
reducidas:

𝐸̃ :=
𝐸

𝑉min
, 𝑉̃0 :=

𝑉0

𝑉min
. (17)

De esta forma podemos expresar nuestras variables como sigue:

𝜆𝑅 =
𝜋

2

√︁
−𝐸̃ , 𝜅𝑅 =

𝜋

2

√︃
𝐸̃ + 𝑉̃0, 𝛼 =

𝜋

2

√︃
𝑉̃0. (18)

3



1 Estados ligados

Ejercicio 2. Muestre que los valores de 𝑉̃0 para los cuales “entran” nuevos estados son
los siguientes:

𝑉̃0 = (2𝑛 + 1)2, 𝑛 = 0, 1, . . . (19)

1.2. Caso general (ℓ ≥ 0)

Habiendo ganado cierta intuición acerca del problema en el caso ℓ = 0, consideremos
ahora el caso genral, ℓ ≥ 0. Según el ansatz de separación (3), la ecuación que satisface la
parte radial es (4). En lo que respecta al cálculo de los estados ligados, podemos conside-
rar esta como la ecuación de Schrödinger de una partı́cula (en una dimensión espacial)
sujeta al potencial

𝑉ef(𝑟) :=
ℏ2ℓ(ℓ + 1)
2𝑚𝑟2

+𝑉 (𝑟) (20)

La �gura 1 muestra una grá�ca de 𝑉ef/𝑉min como función de 𝑟/𝑅, para ℓ = 1 y para
dos valores de 𝑉0. La forma y profundidad del pozo “efectivo” depende tanto del valor
de ℓ como del valor de 𝑉0. Por ejemplo, para que el potencial efectivo sea negativo, es
necesario que se cumpla la siguiente condición:

𝑉0 >
4ℓ(ℓ + 1)

𝜋2
𝑉min. (21)

Para ℓ = 1 la condición se puede escribir como 𝑉̃0 > 8/𝜋2 ≈ 0,81. Como se puede ver
en la �gura 1, justo para este valor de 𝑉0 el potencial efectivo deja de ser negativo. Sin
embargo, la curva de energı́a sigue teniendo unmı́nimo. Clásicamente, una partı́cula que

V
∼

0 = 6

0.5 1 1.5 2

-5

-1

1

(a)

V
∼

0 = 0.81

0.5 1 1.5 2

-1

1

(b)

Figura 1: Forma del potencial efectivo 𝑉ef/𝑉min (como función de 𝑟/𝑅) para ℓ = 1 para dos pro-
fundidades del pozo. (a) Para 𝑉̃0 = 6, el pozo es su�cientemente profundo como para
poder albergar un estado ligado. (b) Para 𝑉̃0 = 0,81, el término centrı́fugo domina y
el valor mı́nimo del potencial ya no será negativo. El estado ligado que se tenı́a en
(a) se ha convertido en una resonancia en (b). El valor de 𝑉̃0 para el cual ocurre esta
transición se puede obtener como una de las raı́ces de la ecuación (�), evaluada en
𝐸̃ = 0.
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1 Estados ligados

tenga una energı́a total que caiga dentro de la región del pozo estará totalmente con�nda.
Pero en el problema cuántico esto ya no es cierto. El tunelamiento cuántico nos muestra
que eventualmente la partı́cula dejará el pozo. Este efecto de “atrapamiento temporal”
por un pozo (que ya no permite estados ligados) se verá re�ejado en la sección e�caz,
en la forma de una resonancia. Pero para poder probar esta a�rmación (en el caso del
ejemplo que nos ocupa) debemos primero encontrar los estados ligados del sistema.

Procederemos de forma similar al caso ℓ = 0. Como estamos buscando soluciones con
𝐸 < 0, seguiremos haciendo uso de los parámetros 𝜆 y 𝜅 de�nidos en (7). Notemos, sin
embargo, que debido a que ahora ℓ puede ser distinto de cero, la condición de energı́a
−𝑉0 < 𝐸 < 0 debe ser reemplazada por

ℏ2ℓ(ℓ + 1)
2𝑚𝑅2 < 𝐸 +𝑉0 < 𝑉0. (22)

En términos de la función 𝑢(𝑟), la ecuación radial toma la siguiente forma:

𝑢′′ − ℓ(ℓ + 1)
𝑟2

𝑢 + 𝜅2𝑢 = 0 (en la región 𝑟 < 𝑅), (23)

𝑢′′ − ℓ(ℓ + 1)
𝑟2

𝑢 − 𝜆2𝑢 = 0 (en la región 𝑟 > 𝑅). (24)

En ambos casos, la ecuación radial es de la forma

𝑢′′ − ℓ(ℓ + 1)
𝑟2

𝑢 ± 𝜉2𝑢 = 0, (25)

donde 𝜉 es un parámetro real. Para absorber este factor, realizamos el cambio de variable
𝑥 = 𝜉𝑟 , de tal forma que se tiene

𝑑

𝑑𝑟
= 𝜉

𝑑

𝑑𝑥
. (26)

Esto nos permite reescribir (25) de la siguiente forma:

𝑢′′ − ℓ(ℓ + 1)
𝑥2

𝑢 ± 𝑢 = 0, (27)

donde ahora las derivadas se toman con respecto a 𝑥. De esta forma, la distinción entre
los dos casos se reduce a una diferencia de signo (aparte de la escogencia especı́�ca de
𝜉):

Caso 1: 𝑟 < 𝑅 → 𝜉 = 𝜅, signo “+”

Caso 2: 𝑟 > 𝑅 → 𝜉 = 𝜆, signo “-”

En el primer caso (𝑟 > 𝑅), vemos que 𝑢 es de la forma 𝑢ℓ (𝑥) ∝ 𝑥 𝑗ℓ (𝑥), donde 𝑗ℓ (𝑥) es la
función de Bessel esférica de grado ℓ.

Debido a la plétora de funciones de “tipo Bessel” que se encuentran en la literatura, antes
de continuar resultará conveniente considerar diferentes versiones (todas equivalentes)
de la ecuación radial.
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1 Estados ligados

Comencemos por reescribir el ansatz de separación para la función de onda en la forma

𝜓(r) = 𝑓 (𝑟)𝑌 (𝜃, 𝜙), (28)

donde 𝑓 es una función que solamente depende de la coordenada radial y 𝑌 alguna fun-
ción esférica (cf. tarea 1). Partiendo de 𝑓 (𝑟), consideremos otras dos funciones, 𝑢(𝑟) y
𝐽 (𝑟), determinadas por las siguientes condiciones:

𝑓 (𝑟) = 𝑢(𝑟)
𝑟

=
𝐽 (𝑟)
√
𝑟
. (29)

Nótese que de aquı́ también resulta 𝑢(𝑟) =
√
𝑟𝐽 (𝑟). Si𝑌 es de grado ℓ, entonces una serie

de cálculos sencillos (pero tediosos) nos mostrarán que las funciones 𝑓 , 𝑢 y 𝐽 satisfacen
las siguientes ecuaciones diferenciales, todas equivalentes a la ecuación radial (27) con
la escogencia de signo positivo y donde estamos usando la convención 𝑥 = 𝜉𝑟 :

𝑓 ′′ + 2
𝑥
𝑓 ′ +

(
1 − ℓ(ℓ + 1)

𝑥2

)
𝑓 = 0, (30a)

𝐽′′ + 1
𝑥
𝐽′ +

(
1 − (ℓ + 1/2)2

𝑥2

)
𝐽 = 0, (30b)

𝑢′′ +
(
1 − ℓ(ℓ + 1)

𝑥2

)
𝑢 = 0. (30c)

La ecuación (30b) es la ecuación diferencial de Bessel con ı́ndice semi-entero 𝜈 = ℓ +1/2:

𝐽′′𝜈 + 1
𝑥
𝐽′𝜈 +

(
1 − 𝜈2

𝑥2

)
𝐽𝜈 = 0. (31)

Sus soluciones son las funciones de Bessel 𝐽𝜈 (𝑥) (también conocidas como funciones
de Bessel de primer tipo), cuya de�nición como serie de potencias es

𝐽𝜈 (𝑥) :=
∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘 (𝑥/2)2𝑘+𝜈
𝑘!Γ(𝜈 + 𝑘 + 1) . (32)

Como hemos mencionado (tarea 1), cuando el ı́ndice 𝜈 no es entero, las funciones 𝐽𝜈 y
𝐽−𝜈 forman un conjunto completo de soluciones de la ecuación. En vista de (29), vemos
que la función radial 𝑓 debe ser de la forma 𝑥−1/2𝐽±𝜈 (𝑥), con 𝜈 = ℓ + 1/2. Recordando la
de�nición de las funciones de Bessel esféricas,

𝑗ℓ (𝑥) :=
√︂
𝜋

2𝑥
𝐽ℓ+1/2(𝑥), (33)

vemos entonces que las dos soluciones independientes para (30a) son 𝑗ℓ y 𝑗−(ℓ+1) . Sin
embargo, como la ecuación (30a) es la que nos da la solución en la región 𝑟 < 𝑅, la
función 𝑗−(ℓ+1) debe ser descartada, ya que esta es singular en el origen. Esto nos deja
con (un múltiplo de) 𝑗ℓ (𝑥) como la solución al problema radial en la región interior del
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1 Estados ligados

pozo de potencial. Como ilustración, consideremos el caso ℓ = 0 (que ya resolvimos). En
este caso las dos soluciones independientes de la ecuación radial (en la forma (30a)) son
𝑗0 y 𝑗−1. Para estas funciones tenemos

𝑗0(𝑥) =
sin 𝑥
𝑥
, 𝑗−1(𝑥) =

cos 𝑥
𝑥

. (34)

Claramente solo la primera opción es no singular en el origen (cf. (8)).

En este punto, podemos a�rmar lo siguiente:

Para 𝑟 < 𝑅, la función de onda es de la forma 𝜓(r) = 𝑓 (𝑟)𝑌 (𝜃, 𝜙), con

𝑓 (𝑟) = 𝐵̃ 𝑗ℓ (𝜅𝑟), (35)

para alguna constante 𝐵̃ y con 𝜅 de�nida como en (7).

Pasemos ahora a considerar las soluciones en la región 𝑟 > 𝑅. Esto equivale a estudiar
la ecuación (27) con la escogencia “-” para el signo. Notemos que si en la ecuación (31)
realizamos el cambio de variable 𝑥 ↦→ 𝑖𝑥, la ecuación toma la forma

𝐹′′ + 1
𝑥
𝐹′ −

(
1 + 𝜈

2

𝑥2

)
𝐹 = 0. (36)

Esta se conoce como la ecuación de Bessel modi�cada y sus soluciones son las si-
guientes funciones de Bessel modi�cadas:

𝐼𝜈 (𝑥) := 𝑖−𝜈𝐽𝜈 (𝑖𝑥), (37a)

𝐾𝜈 (𝑥) :=
𝜋

2
𝑖𝜈+1𝐻 (1)

𝜈 (𝑖𝑥). (37b)

La función 𝐼𝜈 no es otra cosa que una función de Bessel de argumento imaginario. Por
otro lado, la función 𝐾𝜈 está de�nida en términos de una función de Hankel. Las fun-
ciones de Hankel son combinaciones lineales de funciones de Bessel y funciones de
Neumann,

𝐻
(1)
𝜈 (𝑥) := 𝐽𝜈 (𝑥) + 𝑖𝑁𝜈 (𝑥), (38a)

𝐻
(2)
𝜈 (𝑥) := 𝐽𝜈 (𝑥) − 𝑖𝑁𝜈 (𝑥), (38b)

donde la función de Neumann 𝑁𝜈 (en ocasiones denotada como 𝑌𝜈) se de�ne de la
siguiente forma:

𝑁𝜈 (𝑥) :=
cos(𝜋𝜈)𝐽𝜈 (𝑥) − 𝐽−𝜈 (𝑥)

sin(𝜋𝜈) . (39)

Las funciones de Neumann también se conocen como funciones de Bessel de segundo
tipo y las funciones de Hankel también se encuentran bajo el nombre de funciones de
Neumann de tercer tipo.
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1 Estados ligados

Como nos interesa la región 𝑟 > 𝑅, para tener estados ligados tenemos que escoger
aquellas soluciones de la ecuación de Bessel modi�cada que decaigan para 𝑟 → ∞. El
comportamiento asintótico de 𝐼𝜈 (ası́ como el de 𝐾𝜈) se puede obtener fácilmente a partir
de las fórmulas respectivas para 𝐽𝜈 .

De forma análoga al caso de las funciones de Bessel esféricas, se de�nen también las
funciones de Neumann esféricas (o funciones de Bessel esféricas de segundo tipo),
𝑛ℓ, ası́ como las funciones de Hankel esféricas, ℎ(1)

ℓ
(de primer tipo), ℎ(2)

ℓ
(de segundo

tipo). Todas estas están de�nidas (o se pueden expresar) en términos de funciones de
Bessel de primer tipo con ı́ndice semi-entero, como se indica a continuación:

𝑗ℓ (𝑥) :=
√︂
𝜋

2𝑥
𝐽ℓ+1/2(𝑥), (40)

𝑛ℓ (𝑥) :=
√︂
𝜋

2𝑥
𝑁ℓ+1/2(𝑥) ≡ (−1)ℓ+1

√︂
𝜋

2𝑥
𝐽−(ℓ+1/2) (𝑥), (41)

ℎ
(1)
ℓ

(𝑥) :=
√︂
𝜋

2𝑥
𝐻

(1)
ℓ+1/2(𝑥) ≡ 𝑗ℓ (𝑥) + 𝑖𝑛ℓ (𝑥), (42)

ℎ
(2)
ℓ

(𝑥) :=
√︂
𝜋

2𝑥
𝐻

(2)
ℓ+1/2(𝑥) ≡ 𝑗ℓ (𝑥) − 𝑖𝑛ℓ (𝑥). (43)

La siguiente es una útil fórmula cerrada para ℎ(1)
ℓ
:

ℎ
(1)
ℓ

(𝑥) = −𝑖(−𝑥)ℓ
(
1
𝑥

𝑑

𝑑𝑥

)ℓ (
𝑒𝑖𝑥

𝑥

)
. (44)

Según lo que hemos discutido, la solución general de la ecuación radial en la región 𝑟 > 𝑅
debe ser de la forma 𝑓 (𝑟) = 𝐴 𝑗ℓ (𝑖𝜆𝑟) + 𝐵ℎ(1)ℓ (𝑖𝜆𝑟). Para que esta solución sea aceptable
fı́sicamente, debemos exigir 𝐴 = 0. En resumen:

Para 𝑟 > 𝑅, la función de onda es de la forma 𝜓(r) = 𝑓 (𝑟)𝑌 (𝜃, 𝜙), con

𝑓 (𝑟) = 𝐵ℎ(1)
ℓ

(𝑖𝜆𝑟), (45)

para alguna constante 𝐵 y con 𝜆 de�nida como en (7).

Ejercicio 3. La condición para determinar los posibles valores propios de energı́a resulta
de exigir la continuidad de la función radial, ası́ como de su derivada, en el punto 𝑟 = 𝑅.
Obtenga una ecuación para estos valores propios (para el sector de momento angular ℓ)
que no involucre las constantes de normalización. Muestre también que en el caso ℓ = 0
el resultado se reduce al obtenido en la sección anterior.
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2 Solución de la ecuación radial (𝐸 > 0)

Ejercicio 4. Nos interesa encontrar aquellos valores de 𝑉̃0 para los cuales “entran” nue-
vos estados ligados, a medida que vamos aumentando la profundidad del pozo. Muestre
que para el sector de momento angular ℓ estos valores están determinados por la raı́ces
de la siguiente ecuación:

−𝑥 𝑗 ′ℓ (𝑥) = (ℓ + 1) 𝑗ℓ (𝑥), (46)

donde 𝑥 = (𝜋/2)
√︁
𝑉̃0. Muetre que, para el caso particular ℓ = 1, las soluciones son de la

forma 𝑥 = 𝑛𝜋 (𝑛 = 1, 2, 3, . . .), es decir (en el caso ℓ = 1), los valores de 𝑉̃0 para los cuales
aparecen nuevos estados ligados al aumentar un poco la profundidad del potencial están
dados por

𝑉̃0 = 4, 16, 36, 64, . . . (47)

La �gura 2 muestra cómo el estado ligado con energı́a 𝐸̃ ≈ −1,235 (que está presente
cuando 𝑉̃0 = 6) se va moviendo hacia cero a medida que 𝑉̃0 se va a aproximando a 4.

2. Solución de la ecuación radial (𝐸 > 0)

2.1. Ondas S (ℓ = 0)

La ecuación radial para el problema de dispersión es formalmente la misma que para los
estados ligados, con la única diferencia de que ahora buscamos soluciones con 𝐸 > 0.
Esto nos permite mantener intacta la de�nición de la constante kappa:

𝜅 =

√︂
2𝑚(𝐸 +𝑉0)

ℏ2
. (48)

V
∼

0 = 6 E
∼
≈ -1.235

0.5 1. 1.5 2.

-5
-4
-3
-2
-1

1

(a)

V
∼

0 = 4.5 E
∼
≈ -0.241

0.5 1. 1.5 2.

-5
-4
-3
-2
-1

1

(b)

Figura 2
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2 Solución de la ecuación radial (𝐸 > 0)

E
∼
(l=1) E

∼
(l=2)

4 16 36 64 V
∼

0

-5

-10

-15

-20

Figura 3: Energı́as de ligadura correspondientes a los sectores ℓ = 1 (en azul) y ℓ = 2 (en naranja).
Para el caso ℓ = 1, vemos que a medida que aumenta la profundidad del potencial,
van apareciendo nuevos estados ligados, en las posiciones especi�cadas en (47). En
particular, se puede ver que la profundidad mı́nima del potencial para que exista al
menos un estado ligado es 𝑉̃0 = 4.

El cambio de signo en la energı́a será tomado en cuenta reemplazando la de�nición de
la constante 𝜆 en (7) por la siguiente:

𝑘 :=
√︂

2𝑚𝐸
ℏ2

. (49)

El signi�cado fı́sico de este parámetro es claro: 𝑘 es la magnitud del momento lineal
de la partı́cula incidente. Para cuando gra�quemos la sección e�caz total en función de
la energı́a resultará conveniente contar con la siguiente fórmula, que relaciona 𝑘 con
𝐸̃ ≡ 𝐸/𝑉min:

𝑘𝑅 =
𝜋

2

√︁
𝐸̃ . (50)

En el caso ℓ = 0 la ecuación radial puede ser escrita de la siguiente forma:

𝑢′′0 (𝑟) = −𝑘2𝑢0(𝑟) − (𝜅2 − 𝑘2)𝜃 (𝑅 − 𝑟)𝑢0(𝑟). (51)

Se sigue de aquı́ que en la región 𝑟 < 𝑅 la solución (regular en el origen) es de la forma

𝑢0(𝑟) = 𝐴 sin(𝜅𝑟), (52)

mientras que en la región 𝑟 > 𝑅 la solución general es una combinación lineal de sin(𝑘𝑟)
y cos(𝑘𝑟). Sin embargo, es más conveniente tener en cuenta la forma asintótica general
de la función radial, ası́ como la convención en la de�nición de los phase shi�s (cf. tarea
1). De esta forma, tenemos que para 𝑟 > 𝑅 la solución es de la forma

𝑢0(𝑟) = 𝐵 sin(𝑘𝑟 + 𝛿0(𝑘)). (53)
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2 Solución de la ecuación radial (𝐸 > 0)
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V
∼
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Figura 4: Contribución del sector ℓ = 0 a la sección e�caz total (en unidades de 𝜋𝑅2) en función
de la energı́a (en unidades de 𝑉min) para diferentes valores de 𝑉0. Cuando 𝑉̃0 = 1 ob-
servamos una divergencia en la sección e�caz a bajas energı́as. Este comportamiento
se puede explicar a partir del comportamiento de los estados ligados.

Imponiendo continuidad de la derivada logarı́tmica de 𝑢0 en 𝑟 = 𝑅, obtenemos las si-
guientes ecuaciones:

𝐴 sin(𝜅𝑅) = 𝐵 sin(𝑘𝑅 + 𝛿0(𝑘)), (54a)
𝜅𝐴 cos(𝜅𝑅) = 𝑘𝐵 cos(𝑘𝑅 + 𝛿0(𝑘)). (54b)

Dividiéndolas y despejando a favor de 𝛿0, obtenemos

tan 𝛿0(𝑘) =
𝑘 tan(𝜅𝑅) − 𝜅 tan(𝑘𝑅)
𝜅 + 𝑘 tan(𝑘𝑅) tan(𝜅𝑅) , (55)

de donde se sigue

sin2 𝛿0(𝑘) =
(𝑘𝑅 tan(𝜅𝑅) − 𝜅𝑅 tan(𝑘𝑅))2

(𝑘𝑅 tan(𝜅𝑅) − 𝜅𝑅 tan(𝑘𝑅))2 + (𝜅𝑅 + 𝑘𝑅 tan(𝑘𝑅) tan(𝜅𝑅))2 . (56)

Esto es todo lo que necesitamos para calcular la contribución de las ondas S a la sección
e�caz total. El parámetro natural de área para este problema es 𝜋𝑅2. Podemos por lo tanto
expresar la sección e�caz en términos de esta unidad de área. Recordando la fórmulas
obtenidas en la tarea 1, tenemos que

𝜎̃ ≡ 𝜎(𝐸̃)
𝜋𝑅2 =

16
𝜋2𝐸̃

∞∑︁
ℓ=0

(2ℓ + 1) sin2 𝛿ℓ (𝑘). (57)

Evaluando numéricamente la contribución del término de grado ℓ a la sección e�caz
(57) (para varios valores de 𝑉0) obtenemos curvas como las indicadas en la �gura 4. En
la �gura se ve claramente cómo, a medida que 𝑉̃0 se acerca al valor crı́tico 1, la sección
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2 Solución de la ecuación radial (𝐸 > 0)

e�caz a bajas energı́as comienza a diverger. Esto es algo tiene sentido, ya que si hacemos
un poco más profundo el potencial, obtendremos un estado ligado con una energı́a muy
cercana a cero. Al disminuir la profundidad del pozo de potencial, haremos que este
estado ligado se convierta en una resonancia a bajas energı́as.

Ejercicio 5. Según el análisis de las secciones anteriores, es de esperarse que para 𝑉̃0 =
(2𝑛 + 1)2 (𝑛 = 0, 1, 2, . . .) la sección e�caz presente el comportamiento descrito en el
párrafo anterior. Para evidenciar esto, realice un grá�co de la sección e�caz, evaluada en
𝐸̃ = 0.02, como función de 𝑉̃0. Comente su resultado.

2.2. Análisis general de ondas parciales

En el caso ℓ ≥ 0 la ecuación radial toma la siguiente forma:

𝑢′′ℓ (𝑟) +
(
𝑘2 + (𝜅2 − 𝑘2)𝜃 (𝑅 − 𝑟) − ℓ(ℓ + 1)

𝑟2

)
𝑢ℓ (𝑟) = 0. (58)

Por lo discutido previamente es claro que las soluciones de esta ecuación deben ser de la
siguiente forma:

𝑓ℓ (𝑟) ≡
𝑢ℓ (𝑟)
𝑟

=

{
𝐴
(in)
ℓ

𝑗ℓ (𝜅𝑟), 𝑟 < 𝑅,

𝐴ℓ 𝑗ℓ (𝑘𝑟) + 𝐵ℓ𝑛ℓ (𝑘𝑟), 𝑟 > 𝑅.

Para la solución en la región interior del potencial solo hace falta considerar funciones
de Bessel esféricas de primer tipo, ya que las de segundo tipo (Neumann) son singulares
en el origen. La ya usual condición de continuidad diferenciable de la función radial en
𝑟 = 𝑅 se puede expresar convenientemente en términos de la derivada logarı́tmica de 𝑓ℓ,
evaluada en 𝑟 = 𝑅.

De�namos, por lo tanto, el siguiente parámetro:

𝛽ℓ := lı́m
𝜀→0+

(
𝑅

𝑓ℓ (𝑟)
𝑑𝑓ℓ (𝑟)
𝑑𝑟

) ����
𝑟=𝑅−𝜀

. (59)

Teniendo en cuenta la forma de la función radial para 𝑟 < 𝑅, obtenemos el siguiente
resultado:

𝛽ℓ =
𝜅𝑅 𝑗 ′

ℓ
(𝜅𝑅)

𝑗ℓ (𝜅𝑅)
. (60)

Para evaluar la derivada logarı́tmica en el lı́mite desde la derecha (lı́m𝜀→0+ 𝑅 + 𝜀) es
necesario obtener una relación entre 𝐴ℓ y 𝐵ℓ.

12



2 Solución de la ecuación radial (𝐸 > 0)

Ejercicio 6. Muestre que 𝐵ℓ/𝐴ℓ = − tan 𝛿ℓ. Haga uso de este resultado para evaluar la
derivada logarı́tmica

lı́m
𝜀→0+

(
𝑅

𝑓ℓ (𝑟)
𝑑𝑓ℓ (𝑟)
𝑑𝑟

) ����
𝑟=𝑅+𝜀

. (61)

Igualando el resultado a 𝛽ℓ y despejando a favor de 𝛿ℓ, obtenga una expresión para
sin2 𝛿ℓ, en función de los parámetros 𝑘, 𝑅 y ℓ.

Ejercicio 7. Realice un grá�co que muestre la contribución del sector ℓ = 1 a la sección
e�caz (en unidades de 𝜋𝑅2) para 𝑉̃0 = 3.0, 3.5, 4.0 y 4.5, en función de 𝐸̃ . Comente acerca
del signi�cado fı́sico de su resultado.

Ejercicio 8. Para ℓ = 2, el primer estado ligado aparece cuando la profundidad (𝑉̃0) del
potencial es mayor a 8.183 (ver �gura 3). Para 𝑉̃0 = 7.5, dicho estado ya no es un estado
ligado, y ha pasado a ser un estado de resonancia. Para evidenciar este comportamiento
de la sección e�caz, realice un grá�co de la misma, en función de 𝐸̃ , para el caso 𝑉̃0 = 7.5.
Muestre por separado las contribuciones individuales de los términos ℓ = 0, 1 y 2, ası́
como la suma de todos los términos para 0 ≤ ℓ ≤ 10.

Fecha de entrega: Viernes 14 de octubre, en clase.
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