8§83 (G- esPac{Oé. Grupos cichicos - Sutgjrupos Linitos de SO(3)

D_EJ(; Sean G un grope Y M un c«omj'un‘I"o-

Un mapa
: xM —— o
QA é M M / ho+a&om

(9,m) > p(gm) = g-m

lon Lss propiedades

( A) f(‘fy,/l(gl,w) = ﬂ(ﬁ«ﬁz,\ﬂ (T)wra tods 3-,9, €6, e M) g

(i) plesm)=m (g fodo wre ),
se dovomine accdn (a izqvierds) de 6 sobre .
Usando la  notacion abreviada PG =gom, Las propiedades () g (i3)
toman la forma sajui%‘itl

3o (3,-m) = @), €=

Una acoen a derecha  de & sobre M se define de mamem Ou/\o:[aaz\,

a traves de on Mapa J% : Mx& — M

B (™ 4) =P (w,9) = Mg
En esle caso, (i)a (i)

fomenm Ja Lovmna  (Meg)-9, = w-(9.9) | wee=m.
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é': Como un jruino o{e {'mnﬂormaoioncs J-é M| 5
3 Y RN
9 'l'—rams{ormn( a6 X ew a-’x )
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H
xcM



Ejemplo 1 C=50(3), M=K

e p: SO()x PE—

(R, ’F) — p(R,T)=R-T =RT
E;‘e/m?[o 2 G =5, (gvu‘)o de Pe/rmu{'aoloneS) ) actvando  como arupo de

{:Vams,ﬁwmao{ovxfs DQe un Jcria'vaju(o eg(uilo:{'&ro.
E\J\'wp]b 3

En ol 3‘&”1[3[0 A o[)oo(e_mos resjm‘rﬁir la accion de  So(3)
g lo esfera onttaric S"= AFeR’ | IFN=1]

—> Podewos fomac M= C(s*) = {£: 5" =R | £ conbinva ]

La awon de S0(3) sobe S (por retaciones) wnduce de rmaners
natoral, U

acoon de  SO(3) sobe M, G ahea s —ademds - un

rR-espaa'o vecrnal, —= Cx na‘l’ura/L ole,g{mr SORR) x C(M) — (C(M)

R, £ — R{
doude  (R-£)(30:= £(R%)
Natese  goe
(1) En dagumad de £ s b vsado € en b de R Ede s
pasa .Poer/r dbtener una awsn a Bgrui&r&q. (Dazgim'@v\dz
R-£ 2):= (%) oMendriames une accin o dereda o
por (@iones obuias) suia mds conveniente uvsaer la nowasn  £R
(4 ) @Zaﬁ)/&):z f(ﬂ—‘a\ no es Ja Snica powbilidad | Verewnos Ja
relevancia e edla duservaudn ol eshiol-{af,f‘ej-)ﬂa ec. de Diac.
(k) C(m) u R-espaco vechriak. Notese goa & R e So03),
Mue R, £.8 € Cn), enfonces se Heme:

R‘(fqu +/‘41F1_>: ,)\Q.fll 4’/* (Ef’)_ — Q tomo oP@raoL:'r (Aneal‘
~ fepn de $O(2) ,I



Dc-c. rDec,Lmos Gut /J'- GxM — M laccisn) es ‘[’f&Vl?\"I’l‘\/a. o

)

d meMH /{‘ﬂr ¥meH ) W‘\:a-rﬁ).f)wm alaéngéé

\'La acoon de SO(3) sobre la es&exm\ uni‘l’auict S* es J(ravxg«'—)w'va .

Waig(,ulef Pun'hJ éolor‘e ,Qq es%/a Se PueJce dojrew\e/r G ,f)a/r%r Aei
poﬂ.o nerjfe, mediante una rofaudn adecuoda.

Def.

. . 0 N
* un wl{ljunfo M ton una &Chon AC w (jruf)a é &obne es'/'e, se A&nomma G—espauo.

« 5 M es un &-e:?aao Con UNR BTSN Que s transitiva, decomos gue

M es un  esproo homogeneo.
| N,

% See. M un & ‘f’SPaO@« Evifonces de§'nimosl

¢ (WIG"'\B . Gm = {3 € é \ S'W) = W\} “~— \jruq)o de (So‘hb")fa/es'l'c{bl'uiaot

°(jeé§): Hj.'—‘{melu\\8~m:m7{
* CW‘QMS‘. @m={8om|3€é34——‘ Sebitn de 7.

En L?‘ [/('I_Ofa','u{&: de /F\’aca en A(\ﬂ'fg, se svele dar el vombre “Little aroula“
ol grope de l'sojfropl’a b .

— No es oluF\aJ convencerse de 92 f)a/ra L‘\ acoon de SO(3) sobre s
esfea S*, se heme G, T S00) ¥ xe S

EJ'WPQD: b = bLlams{)_. de Leoremts = )l/\é Me(R) \ /\T‘YL/\ =M "2:(4‘1_4_)1‘
Consideremos 2 [0* como el espaco de "eneqa- menenty ' dz uno.
PMHWIQ. Un (cuodri-)vectsl em dicho espacio teme  componentes
(?o,?). Y s e de una /PM"’I/CM[&: de mmasa m, emtonces



debe hober una  velzudn emtre PQ?I?) gue cs dud’o Lo rdacidn de

Enclen entre  musa & m@rgja:

(ffﬂz—lh’?[lir m° Cérzz m> 4 H(S‘Ill>
E/( COVDUVI“D ale 'Pun'h)s QIAHL s&'s{acm O{XC‘/\(X Yelac{o/v\) e eMwe/V\J(YQv\
sobre  un \/\(‘Per\ooﬂmole , el /ll/\(?e)rbolmde do masa \m“.

—>La QCCDN ol? h  sobre ol&c\/\o ‘mq)erloo]lo(de es un QUWFL) ole

una acadn romsihva .

Bayo esta accon | la orbita dd punb  (m,3) vesuMa ser fodo el
\/\ipar\oolo(ole. £l ropo de 1'%0'\qu)l’a (para >0) vesu

sef S0(3). En el asn m=o el qropo de imtopla cambia o
S0(2) ., Esta es Ja maon dets de Lo (sohil!) Jx@renaa emtTe

/ (

Tespin y heliidad . Ecte qomplo tend discokido en gran defal
\mcis aAelaM{E,

4

éf upos ccclicos .

G: grope: TU'a: ac b Entonces He={a"Inez ] e un subaruPo de 6.

> H=6&, decimos gue & es un grupo ico , con ﬁwerao‘.ar @y

escribimos G =<,

De L definicion debe ser charo gue ko grupo cickeo es dochiaro (0 ave),
Teorewa.  Sea &=<a) oun aropo cicdico con jememisr a. DU H es un
subgropo de & (M <E), enfonces H tambidn es cickico.




D@mosfmaol ne

Como G =4a>, dodo elemento de G es de Lo forma ", pars algr
ne Z. En v)av%'wlm , s elementis de H son de esta forma. Lo que
buscamos, ewTonces, €s  rmostrar gre H es generado ot algon eJewmentd
b ¢H, gue necesariamemle secd de s forma b=a", par: aldén n

(g(ue per SUPues‘}b olesconoce/m%). SL'VI P,mLJa:Yg]o eero c;l,uiexe afeoir Q(u{ J

Sea emfonces M el mener

COVUUV’\"'Q {V\EII\I | a”EHj es Vo Vaco ,

emtero poshivo Tl que a" € H.

Afirmamas que b:=a™ qenem o W es decr, gua = (b
Debewmos emtonces  cmoshon gt i he B, ewtovces h es alauna
pofencia de b —> h=0b% (g€ Z) ¢(mo mostmmes esto ?

= lomo hebk , evtonces h=a", pera a@u'm N € 2

Queremos  cmostrar gue etonces  se tendra o™=t = a"F.

?e(o esto es eg\_ui\m\&/\'\@. a {‘emo/r am-mgr =e. lomo aA#e (o omevos

que & poseo- Un salo dewenlo) , Lo que debowes  Amostror es que W

es divisible emtre m — n,= mq.

GDV\%AM@MOS emfonces ei alﬁor({‘mo ole -QA ahVi%izfn: olaolbs ni,

(OM cual  sabemos G2 estd em Z Y gue es tald gue A "-"\\ g_
m €N (q/ve saloemos efxtsh g es el mener em+e/ro tal g2 ameH))

consderemos el covenie  emfre ellos s M e @ . Quiwméramos
m
mostror q,u{ e YQO\LAQOL $e {’{QV\Q e . dCa/mo l/\aC@mos Cs+b?
M

—> Usanddo el "aljerijrmo de la o(,{vn's«'éw", que oS Saranjri%a ﬂa eyistemcia  de
\?/v\‘l‘e/ros ff|_ <a v 7{4:165% mzmg]_+r 5 oL r<<m,



Ahoz bien, teremos gt o™ el 4 oMe . Asd gue tambieh
debernos  tevier o € H YR Gt o =™ ™= g™ (av""r)q.
Lomo o0 £ r<m, vemos gue necesariomerile debe ser =o. En

Caso Contrario +&V\J/rfmos un \Dﬂ\\‘@m foﬁ«i—Huo ' menor ve  m, 3

tal I e i, gue s wa contradicudn.

© 2, wome grope oditivo , es Un grupe cickes, enerado por
S ZF = L)
(ada n € Z genem un subﬂrupo ny=nZ £ Z
Tor yornplo, 32 = 0,43, 2¢, .. 7
— | os suijuq)os de (Z+) son Todos de esta forma

o Fn= {0;4) "')Yl‘41f,CDY1 OP@raa'o'n ole suma mo’a’,u\lo n, s un

6ru')o CA/(JA'@ ) ole @rAe/n n.
Z, =40,1,2% | En Z tenemos A+1=2, A1+1+1=23 =0 (mad?)

E:J'era'a'o 3.1 Mos’\'rar g(,ue #, = Z//nz
téru = wa&a+&

\Es un +6£>(e/ma Ql,lfe_ L’)S an+0ffoft5 Son Los Gni(;os +£va ole

5ruPos Klicos que existen.
Tortotivamente es  claro gre A Goes oichico e miiamlo — L Z.
A?t' M($MD, é ddiwa {QWLD — L £ Z. (a{cjdn n e /N)-

Elwﬂ«b' Sea n € IN, Tomar O =0 v € (E*, — d:*% un {)rUPo,b—jc
W“\J“?Lcac;a%. Vemes e La> EZ,  —=a"=1



| os, 5ul9qrupos de orden {(nijro de S0(3)

He/mos Memcionad.o que +oola (otacion Se Pueole ?wrwme_)m%a/r en

'\'e’vm(nos ole un \/ecJ(or uni+wrio \/(\' & un o,mﬁulo o[e ro’i’aac;n Cpf

N

&7 = RE) € s0rn)

é,Colmo Son J,OS SUbﬁrUPDS ;@{n&os D’E SO(S)?
— Ha:j NG /l)n'me/ra i€aw\il,{a o[e solaﬂru[)os gy»{ €s ™Muy ;QQCJ de

(Aem{'i,@'cwrl PN | A
- 7Y ;Qtdafr a
e
AP = zrt:
™ oi= R(OF 4% )
Poo‘exmos gemevar un ﬂrupo C)(d/éoo, ba que o =1,
S dad>T 2,

Nofacén usual pare s subgropes ——= Ch
— Hay infinifos de estos : por cada T €S, tememos foda una
fonidia.  Za, N=2,3,. .
P un subgrupo de este Aipo, de Ja forma <ad, on 0=RIF ),
noTewmos gue 5 dejamos actior S002) ew R de da mamern madvial,
oM‘m@mos, per vestricadn a la 63«(\%’& Unifaria, Lna  GCtion
ORY)xs*—s". — \?‘a—?c—sl son puvlos fijos de a,
Y por lo tomb de todo el rope cichico que este  elemenilo e la),
0 vnveve odos dos purits do da esferm , pero siompre de s

A

oy -r. — é=<a>) Mz{?"/‘ﬂ_’ M es un £ - espatio (ij'uiol)



Vodria ser gue toviéramos G-espaaos mas  (nteresantes

\,QQCOM{P/MOS el aropo octed , O Olke/AJf co, Dy =

Simetrias
¥ Rotaciones de A0, 1907 2%, 2600 (4 en ‘MEJ}

\ ~ X4
* Ademds ; quew'ones — alrededor de 4 yes

Podermos Lmasma/r Lo 4 véckices ded cuadrdo sobre Lz supe/r{@iu'e de

una es%/fa. Pwm esﬁ, (‘)r(me/m L'nsof['bifmos e/l CAAQ&QMDLOLO enn una

CAYCU V\(erem &G

(
Ahom JrDmamos O{ACJ/\Q arcun—(:e/remotq comMo ej ewacﬁa—r” ote una

eswfe/m —g
De la %\jum es clavo c}ue lus

4 ro"‘adomGS, asit omo las 4

q0°, 180, 230°, 360"

\re{)iey IoNES (czl,ue ola\/\ l,u\_:jar o D¢)

Se Pueole.m LmP\e’meran per N

) 3
medio de volacioves en [R

L os pun+os tindicados
sobre LA Suloeff;@ic{e
(10 em 'l‘b"'al) »Farmam un é‘COV\\JUVI'I'O s
730/01 D43 lﬁfjo Qa OLCG{C;V\ ole /0.61‘.5 OPG/FOLO'&W\&S LV\OL'CaJ\QS, o',{c\l/to Cpn(\juwﬁ

180°

fPe/vmaV\ece LnVaYt'amfe (auwgya ,Qas ?u\/\Jfbs Son Pefmu‘]’a&ni w’\m C/L/ >



Una %Yma a:nvemewTC de fa'bfes@mbr uv) Covljun’,‘o de lf)unJros gl,we
NG er\Ouem{Tan Sobre l_/) SU(Pe/ﬁC{ae 0(& Una esw(%t €S +ra\/e”s de U_

fPrcy ecllon 851‘6!’60@ ra'/(\'ca .

Notese que ol trazar

una. \inea. vecta que  pase porf

el Poﬂc norTe ”l\}” a PM cualg{;uier

otro PUV\+O de la cs%fa,
oOJLCJACL TedLa debers
(nfersectar el plano e
olgun PuwTo. En el caw dd Fuvﬁb
P,W %cﬁén el 3&&'@@0 Se emcuenitla em
el hemiserio infevior de la esfern, la inter-
seccon con el P,o.amo ocurre en el ?um'}'o P gre
se encentra em el inferior del disco coja krontern
es el ecuador de Lo ﬁsgefa, Pora L '\DuV\'{-o QL Qe
se emcuentra em el \/\QMiS«g@fﬁo superior Lo situacidn
es oq&sjﬁvd'a, 5& G In recta correspowolf(emfé itersecta.
el ]oﬂzmo em el Puero 62\, que estee em la f)aﬁe @xjte_
yior ad disco-
| Punjro Pl es la proyecadn CS’\?.YCQ@F&‘:‘)%CO\ Aol rPuvf‘b ? LVﬁSPC(.)I'o
al qpoﬂo norle NB. Aot omismo, el ?uvﬂb R' es la ?YOjeCOit;V\
esﬁfeogmlﬁ'ca de @ (resp. a N, Notese fambien g e n €508~
oS ?\mjecjra/r Yodos  os PUV\"‘DS de hemisleno (V\Q@/ief resPecﬁ ol
Po/ﬂo nerte "N g Yodos  |os fPuvﬁYJs del hﬂmlsﬁwio SQPe/(hor




rfs?c(JLo oA Po[o sor 'S bﬁraremos que todas Jas proyecciores
Cojgan e el interier del disco. Fara evitar amb\iﬁﬁcdaoles,
pooﬂ&mm esteblecer la  convencion de gue $ Un q,)m‘}'o dentio

ded disco fve obfenids for Proyecuon desde el /‘Joﬁo norl | usaremos

un “Puvﬁo rellovo : "o S, por ol conrowrio, un PqurD dado aeue
ob+€m(9~o PM 'PYOjE_CC,'lD/V\ 0[850(8 f’/Q Polo sUY, USYyemdS Uwn

1)

C(le,o “0O ,

En Cu$v CQZ +¢°/ne/r J,os fPuv)“'DS) Pro\\jcc‘faolas
OtfsoQQ I/IU I/OLl ”S“ Yes“Dcc‘Hvamwm‘\‘e g_ taloy C/(qul SUS rPro\xjecc,(ovw_S

o o 74 ')
C@LV\QOQQV\/ esor(‘omnos ® .

Este serin el aaso, por cj@mpio/
de la represem+aaém de Los fPon)s norfe Y sor.

Ojrro Caso ﬁo /Llus{’ra L\ ?ijuiwi‘e /gijum, 9(u~9 fmucsj\‘m un Cori'e
JYV&V\SV&VS@Q/ O[owolﬁ —LZ_S QDFOUeCci@neS do /Ac\ a, B (v:s()chYb (2N @oﬂos
oPuchrDs, por &Pv&%B oindden s K =B

COV] fs‘la COV\\/&/\O(OIV\, ob{‘eme/mos

s S’ljuiem{‘e \rePfes@vxfaaén o\ej

wm'uvﬂlo OQG 10 puvd'os sobre. ﬁ
Ia c&(@m de la P{jma oteyior

g_ﬁ
\




RQP(ESQN\TQ/MOS a\\m esl‘os 10 ff)uvdb_s Nne&iam{‘e Mrra,s
‘a,be,die, L9, n s

A

>
a
LL b
/\>
N c
A
T

Estd daro ot ﬁ):jo L accdn de Loy simetvias em Da L'mP\r;meAi
tadas agu ( Como su\a@w[)o (:@\Bvﬁlrb) de SO(2), &l a@mjum'l“b

M = %a.b,c,oQ,e,ﬁ,ﬁ,\q, n ,S_)( €S uUn é*Coa/\\)'w]’ID-

Esle caw\J'umLo Se Puedle q;aﬂ‘ir em ovbilas (ves@ecjm o Ma

accdn de Dy ) que, Como €S il verdicar son lag %ﬁuiwjresz

(1§ +1§2°=365)

O =1a,c.e,53 —= mottiicdd = n, =2
G: =33, d.b,h7] = wottplicdad — 0. =2
Gy = A nisi—-mottighcdad = M3 =4 (907x4 =20
#doted de Srbifas = K = 3
NS M= 0, 00,00, lunidn ah‘swv.ﬁ\B |

Obsévvese ahora G

K

> - 1\ = _ 1 ~ 1 _ 1YY= 2 -1

S (- 2)s (D) (- (- )= 2
z

::'2_—5
g

2._

—
—

Dal

—



— Caso Par%'wla/r o’e UNG  CLLUGUON A'o@w*imi

> (1) =2 W

(ﬁ)wm Q <SO/35 ) Subjrupo J?Ln«'+o>

—9€5+ uchanalo es{'& ecuaton , ¥ q;ue&em da%ificaf 4‘0195
l},os sulo\iruPoS ﬁmi%s de SOC%} ( Ta,req\o)

EL mismo 'HEO de andlis:s ra(uQ hemos realizodo  conm Dy Puecﬂe Sen
Yea»h%aoo-o Con malq\,ui@m de los jrqus olie/of/riws :DV\H.—\
SA?C ﬁ’UG ha;_d-&l a\nora \f\eYY\DS O[ei"cc'l'acio 2 :(la,mihas ale su%rupos

<€mi+os de So(3) - Cn Y Dn (com n=2,3,4,.->

Como veremos | existen  otias 3 clases | Z conciden con Los
Jropos de simetria del o tehoedro (T) — gl =12
* hexaedro ko (C) — |G| = 24
* lwsaedres (L) —\&l = €0
Pareciesa que hacen ﬁaﬂia 2 de os s solides PJlmLo’mcos, E<fo se
debe a una velacdn de duslidad que hace oe B grupo de swmetrias
o{e_ on cubo s ol MUEMo que J de un Od'aeco/m,j Gue ~€,0 a[e on
dodecaedro sen. el omigmo que ed de un (cosaedro.

(’H E\n a[{ﬁunas regeremcms se usa la notacion Dan en Iujc»r de Dn .



L_a cﬁasf\'ﬁmc«'ém de Los Su%ruoj)os %Lm%s ole So(3) (es o[ear, ﬁa

ooe/modraaém coc g(ue_ Qas O MNO.LONES avﬂ'e/n'ores seN vexmﬂad&ms) fla

Uevaremoes o oo en una de las taress.
//

\/OlvamOS QL\OTOL SOIDFQ un L\@CI’\O d@!_ qyﬂ 'f]e,YV\OS EDS-I.QJO L\QQQV\AO uSo

folo eshe tiompo, y o5 que toda vobuacn es de fa forma

R(?,cp)) es Jea'r‘, ql,ue "‘ooo.a To"'adé\n es una ro‘l'aacgn em Ul
cierlo dmgu[o //CPH olrededor de ciexto ed'e ( definido por UM veclor

unitario ”/T\“)I

<§.g> :/XAJ« + 7232 + 7323 ) §|3 € ”23 (Proa’.uc‘l'o LV\'}"e/rior euclideo)
3 3
A:R —R
X —sAX

Definicion de ‘brawsPuesla : <A;,g> = (X, AJ‘\CJ‘§ <> (/_\txd,: /_\0Ll

‘V\ﬁmsi. )Lmeai .

* GruPo orJ(cchoml en dimensidn
Olny= {AcMa(R) | AA=-1.] — A*=A"

¢ éruPo or'\'ogonai espea(al en ohmemsio’n n->

Som)={ Acotm) | det A =117
A€ O = |detAl®=1.

Cago de Lm|’e/fe/s: n=3 ., Qyeremos NV\OS'\'VOVF g U< ‘|‘OAZO Je/vwe/m'i'o

de S0(3) es de la forma  R(F ).



Para ver grue es‘l'o es as:
Buscamos, P Ac 60133, soluciones o AX =2X.
(—9 divecciones ﬁbﬁs)
AX=2% & (M -A)X =o
X 40 \feg(u(e/re det (M, -A) = o
‘Poh\nomio amcteristico . T O = OQJ (7\ ’lL3—A>
N —=>2() es una ,éunc{o/vx covrhinua, \
Plo)= det (-A) = -detA = -1 | Lm PO)=
v TR "
n=13 A €S0(3)
= 3 Ae (o,) fgr. POV = o.
Como A €50(2), debemos  tever |7\o\=1, Yo que AX = A%

= CAXAYS = AU’

g:

N ~ 2
<></><>- [l S~ Como d>o ) O{ngejmos ‘l‘e/\@f Ao=1.

( ‘ﬂd’ege ’kcum‘men q}»a J caso A=—1 wo es odmisibole , Porq‘ue cpwesPomole o una

Teﬁ; esuon)
COHCLUS’[OH: e/)({s'{‘e 3?6 723\{3), iﬁ ?2
\3 A raFfe.éfeM'I'q UNO ro'l?laévx alredeoQM Ofel ede o(e_'[‘e,rmmao!o

~ - X
por = X
>
C
S No hay s soluciones € — Q/ KO
Veamos :

Sea >(A={17€TQ3‘A17‘=17‘3, Acabomos  de /mosj(‘ra/rq,ue
A{m XA > 0, é_Cofmo Saloemos c_(_ue/ en reaL{alaal, Sle‘l"i@ﬂe CQJ\W\YA :/\?



Suponer dim¥a =2 (dim¥e=3 tmplicaria A=id |)
Consderomos Xa . ESI claro que X debe guedar imariarle bajo
la accin de A —> R= X\ ®Xa
Dero  entonices temermos

AT =T 51 TeXay ADET 5 We X

A = +40 = A=4id (o nes (ntevesa esk caso )

Ab=-m = dkA = -\ — contradicadn
Conclusion ? dim¥Xa = A,
s En una buse adecuada CP. ed hacer gre * sen ek %@ %B
lo mdaviz de A o o forma

CoSef SNy O
- (‘5“2“’ e ‘j) T A =R )

—> todas Lus vofaciones son de esta formal
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