31. E| cOV\ceFﬁo de sumetria

Todudablemedte , el conceplo de lsimetria” Juega un pa?e{ fmolamwtzl en

todas las dreas de Lo fisica.

Desde un FunJro de viste wmafemahco, este conce(fro se zlaueole capjrurwr por

medio de diversas estrudvms, una de las wales (La edructura de gropo)

sen el tema cedtrol de esfe curso.

Hwa muchas mas estrucuras walematicas Lgaa!aﬁ ol conagh de sametria.

Enfre ellas encoritramos, por ejemP/Lo:

* Accion de un arupo en ur conA'UV\{_o.

. Algebms de Lie (ﬂu»e reFresenJran la idea de una J(YMS'€OVMQL{¢)/V\
"infinifegimal ! de gimetria )

. érupos de Lie, como profotipo de un 9rupo de transformaciones corifi-
huas.

* Teoria de r@PreseW\)Yao(omes (esta es, en ,Pm’hwlan, La Porwa. como
estudiamos  simetc(es em wnmecdnica  cudvitica)

A meoQAo\a que avaria nvestro C,onodvniem‘l‘o, van opwrea‘emoao nocoves

mas 3eznerales («al as{ migmo  aas abstradtas ) de wnceP+o de smetria.

Es asi  como, por ea'_emplo, |/\05L e dia  sobemos ape detras de los

complicades  caleulos e renormelizacion ew teoria cudntico de campos, en

Jos que se hace uso de iéajrmas de Feynman , hay una esfructura de

Yalgcbra de Hopf, que de wamer oy precisa covresponde o una

jemefalﬁac{o'n del concaPJro de 8rUPD°



Es (nevitable, PorfloJraero,qrue Como %’%‘cos nos veamos enfreniados
& un ijuoje con clexto jraio e sog\‘ancaao'm mafershea . Eslo por
SUPues’ho, S es que Lo tieme el rfropo’ajro de ComPremerf—ﬂ evertualmerile
hacer vso de— las estructuras qre SUIo\/aCﬁV\ tods Feoria Poica, Y que

y . , %)
Je momena, mu(;t 3€Me/ral &51_611/! re)lauonaolas Con 'Prmctpl'os o!e m‘me‘rr o

En este curso inferifaremos v infrodaciemdo los wnce()‘bs de «Eorma
ﬁraobui / o{e i’aﬂ «Forma q»e ﬂas o[e@imccones, PYopDﬁc{wes,‘f'eor&maS, eJLc.
(en o Pos-i‘ole> parercan  for lo memnos "Plaus;\\oles“ﬂ Lamwbién de fal

{orma que Jas &pﬂ«taaones 2 stuacones czmcrejfas de  relevancia en %’3«&

¢ mcwﬂ‘emgqn en el codro de la discusion .

Vi

(‘Fam Ly evﬁmﬂo!o en mfaia, Comen(emos :I)or vecordaxs aljunos aspec'fos de Lo

ohnoim \Ca M&u'l'on'\a,v\o\.
En b ‘FI/%’fC& 0’8 New‘l'on/ Zos e\/&/\‘l‘os fl’}iws son "fum+os" e un

esr)aoio a;E(n cj;ue -una Vvez l/\wmos CSCOjn'Ao un ﬁsi‘ema a’e ve(-a'emc,{a—
7]

Foc!@mos cOnsio{efaJr como un esf)aao ue(;JrovLal‘, {(el e5Paao—‘he/mPo ,

R r—'l:(ezmpo
Fvailo —> (x,t) € IR=R

t 'PDSl'C(‘L;V\

Al ;MCM uso ole coorolemqo[as (>?,1:) es“'a/mos a&/\miwo‘lo cg|ue L 1/10\

€5COlelo un sisfe\rﬂa ole (c’][o(end.a. én GJ CMOJ se O.MVLPIQM\ Las ﬁaa«u

) Lo cual motiva Lo famosa expresion aceva de la

Tunreasonable effectiveness of wathematics im /Phjiq‘cs“, debida
a E. WBV\E’/\C



o{e /\)&Jfon. Es'\'e Jebe ser, Por io ‘I'a/v\'l'o , un siste/ma o?e re][e/(emaa
(Vle/faa,a,. ,Por Ae—FMiUio’n (/\e,m_ leij>) exn b ,Fg{ca ole U&w’i‘om un 7(5+ma
0'8 Te:fexemaa 4 demomina "mercial” 7 Lox ‘(’ro:jec'['or(a grue ﬁ/ﬁue una

T)wfl'l’CMﬁa »FuﬂJFUal que 1o esta siemdo m[edLaa[a /PM m'mjuna %nm%at es
de Lo forma

X() = x + vt (1)
(movimienTo rectilimeo uniforme. ),
S5i sobre una /f)aﬁl’w[a de masa. “m" actva una Fue»rsca ?, evifonces
lo. JCmtjed‘oha que sequird Lo /FaxT\buiﬁ: soi la sducion a la 313(}19»/\"‘@
ecuacion diferencial  (2da fey) -

Fw) = mFwy.  (2)
Como esta ecuacion hace veforemda a on ovarco espec((\'w, es de
esPea'aJ (nferes Preﬂunerr&e: d\en qué stros  amarcos de \fe]fezrfmaa /Pode-
YN 0S a.PL'caf la. mismao fej? Como saloe_mos, C/u_aJ}gl_uie/(‘ O‘,'ro %’l;S-I_efﬂ\Q. de
re%exenaa que se oH‘enﬁq a /Pwrhr ded tnicial a traves de una
rofacion , una traslacidn en el +{e/m,oo o en el espacio , o uwa
’Emvxsﬁvrmo@én de velocidad | seva ,{ﬁualme,vnle vilido . Tasar o un sasfewn
que este acelerado con respec’h: ol sistevna of@inal oS obl@axéz a aer

UsD er J.as ast ,Ulwwuacﬂas "fue/r%as %'Chcms“, Jmﬁo qp{ Qa ec . (23
Pero’@(l'a Su \/aJAAe%.

En otras falalorasi
el Sﬂ's‘l‘m& donde Rﬁd wor‘olemuJaS ape un everip son (X .1) es un

6(5'\-@vﬂ0~ ?LVlefa'aa, U/l’l'or’lces N %L'sfexmau AOV\JC US cooraQemao’as olql_



Mismo evexild sean (’RE S0(3) % una roJrac,{o’n)

=t 4 t,

X =X + Ut 4+ Rx

(3)

%OVY\\OI‘E,Y] 5@(01 un %’L‘S_I_@VY\CL‘ AV\@FCAAD» E6+O €S QSL, rPqu,uQ %OLQ}/Y\PA/\_I_&

aﬂ‘ue“aﬁ ’l‘rams«ﬁarmaaones de coordenadas de la /forma (3) dﬁj&m:ﬂ o

—_— AR

I \ . ( - . .
euacion de mounrmem+0, (F=ma, LY\VQY(QY\+€ e /Farma,.

:PQY\Se/Mob, & WNGVera 0\6 %WPL)’ en uno ’l—ra/MS%OYW\OLu'O/V\ grue J(e/v\ﬂa
Lo s«\'gu(emJFe estructuva

1 =1
X'= A% + BlE),

donde A(t) es una amatriz 3x3 o'epenalieﬂJFe de T, ]_%\(Jc) es un
veclor oleq)@/\ooiemi'e e t.

En esfe cso, la aceloracdn em el nuvevo anslema de relerencia serd -

= A% - AX+AX + 2AX+ B
dt*

(+)

/Pam (YY\&V\_I_Q/AQ/F .I.a /Forvvm de J.a ecuaUoN de rvnov(mie/\/\J(o, debewmos

Empaner las condiciones A= A =0 , ay’ como B =0 . Es deair,

A eS una matr iz Coms'l'amﬁ, (vwie/n‘l'ms gue g(f) es de la «(:Orma,

—_—

B = X+ Ut

S X)) = X ALt HAX
Tha ﬂ)oo{p/ expresar los  coordenadas orgma}fs on Términos de fag
nuevas (un re_@uerimiem‘fo natorel desde of pwﬁ?? de vista 44’;@) €S necesario

que li omdafriz A sta overkible O,JA%O. Agfn', e vector Fom‘c{o'm




X € ’{’mms/farma en A)?} ol migmo ’(‘l&mo)o g e/(uccslxsr}fuer%a

1? se Tamsforma. en AE : Lo forma de In ec de vrnovimiendo es
i wisma en ambos sistewas e m(e/rmo;a..

Un analisis /mas tundadoso vos [leva m/fn'o[amm‘}é a la wnchnion le gue
la wmatriz A debe covresP@ndﬂ/ o una  malriz orJrczjoml(ﬂ.

VEmos enJFonces que una ecvacion fam sencilla’ como f= ma  Ueva CoVIS'ljo
Crerlo -|'(Po de stmetria -

@iclm ecuation permomece_ AV\\Iarmmfe_ em &rma bctjo erwsfovmaaones de
coordenadas de L\{ovma (3). Esfus wvre_sFonafem o T mmszfovmaaones exre
Sistemas  inerciales.

Por %m,ahqclai. a corfinuacidn vame a considerar solo <l caso Jcl=t,
(‘,@u{ pasa eV\J(ovnces v consdevames 2 de eslas T mms]eormadovles, aPL(—

cadas  de forma consecutiva ?

° —l—rans{ormao(a’n 1 ) Jejl?grmmaa'a. q;er 7?1; '7-71 GJKS ) R4 € SOG}:
e Ve

=T
X— X =X+t + R,%

t— ¢ =¢

° _\—ro.nsgormaa{a’n Z o?e‘l?_'rmmaala. PQ'F 5_(:; ’L-Z € KS ) R—;_ € SO(3>:
K/\/_\/
=T

—

X+ Ut + R,
t

(l

X — X
t— ¢

H‘) Uer, Por edwpﬁo, ”Qeﬁcd‘{u(]r; amo( 5eome+tj“, Q.Tovreﬁi (’.Duve,r, 'ﬁé)



Consideremos ahora  las 2 +m\n51@rmaaones, aPL«'Cao{as e Formo_
consecrhiva:

N T’)_ LN l'] ) -~ Il —_— -A) —_ N

X —s>X'—=x" X =TXx ¥X'=Tx, X-T.-T.x
it L‘/'( vame,«/#e es daro 9(4 el vesulado nelo sedd uma fercor ‘(‘mms/fcw maaon,
//T " Ae,Q MIgMNO tq;oi ’X *—1—)52”
T esﬁ deferminada por FafoimeJms X5, Vs € 4 Rs € S0(3) gre
?oa'e/mos caleulan @(PLA/CA‘\—CLVV\'QA/\*E:

1

X = TiX = % + %t +R,X
= 9—(\4 + fU_ﬁt + ]24 (3?7_"'1_}2{'—-" R'L')?)
= 9?4 'l—,D:/]-L _I— ,R'l??, +R4/U\—1t _I—’Rd’R?)_(\

= (H+R%) + (G+RE)E+ RR)X (S)
RO = e

—

X3 Vs R
N otemos g2 Ja. ‘l',mms{'ormao'\o’n Ta vique siendo de la forma (2) g
Yef)fesem‘fq, por Lo Jrom}b, una ‘\‘rams;fovmaaév\ a Un NWewo amarcs nefcial-.
A coda una de o "%P[n_s“ de fwréme\ms X:, Vs 12> Lo podenas ver
powo un elemeto del cononty R¥x % S0(3)
Como Lo transformacdn T: edtd c@mp\éramere determinada pov Ja
qupﬁa (X, Vs, PL> ) ‘POO\&MDS escrbir:

Tq ° Tz = T3 S C”?«,’l}q ,R«) © (f)—zl,fv_z,ﬁ’)) = (’—)Ez,ﬁ)R—SS,
La exprestén de la derecha es tan solo una manera de ref)rcse/vAarL

Ls wmpo%iao/n de ﬂ.ag 'l’rm&«?ormaaomes Ta H_Ty_, que em Glmas o

son o‘l‘m casa q_w_ {:mm%rmaoiovlfs Lnea las.



Sin cmloa/go ) haciendo uso de (S) Vemss % tieme <entido
Considerar La %mﬁuiw'ke_ ”@gﬂ& de muH(PUca@Lén”:

(%, 77, Ra) o (%o, s, Ra) i= (X0 + X, T3+ RaVa, R4R) (¢)

EJ'e/(ofqo/] Consxiol&re ,Lag ‘}’rmgFU(maa@nes T (q)wrmehi?:azias qavr ’|’UP}aS

(?,17‘,23 € IK3X/RBKSD(S>> en <l caso esﬁJQaai ?:8,
cormo tranformaciones Aineals de R en R’
(4) Escriba das amddvices de dhichas franshrmaciones
(1) Caleule e fVoMJfo de 2 de esfas amatyices Y conparelo
con da ”@M‘ de mu\h{:}&maén (¢) .
Soluusn:




Notemas ahor que La ngcjla de Jrrang{%,rmaciém (6) Ye o hace velerencia
ol espacio de evenils (el esf)aao—hw\\oo}.
De hecho, ahova Foo@m’amos 9mp\emww+e consideran el conjurity

'SC = nzirRisozs),
éfuvﬁo con la rejﬂa e W\uH‘i\QLicadén (). Esta (Hima se Oaueaﬂe
evtender como un mafo ( “Proo(uc‘,b”>

v:9-9—3,
o(eﬁm& sejém (¢)

P((R7.R), (3,5, R)) = (Z 4R, B+ Rl RiR)
Yo o<, B €G, es conveniee uszn la netauon of+ (b E?GJ,(@.
S es charo por el corfests , incluso 52 conveniemte escribic simple -
meute "(p" (sn punb),
Estd daro qre hogj un J@mwjto) e=(3,3,1.), que actua como Ja
"derttidod’ en el siguiente sentdo:

c b todo x e G, se Cumf)le of-e=e- oL =0,

Tombien es «,(Ba’af verihicon gue, dado « €9, existe un "tnverso
moltipbadive ") llamémeaslo & | el que Xl ==
En efecto, s o«=(X., 7., R) € F=R>R>50(3,
B auert'jo'wr wél es el inverso de «, escribamos Q=(&,E,T~Z>J
Veamos g(,ue_’ LmPUcmém Hene erigir que < wmpﬂq X =
R)= (X+R&, U+ Rb, RR) :j(s, , 4s)

-~ -1

o
) -1, < o=-R X, b=-L U, R-%



—A

N T (R R,

Como veremas, el inverso de un emerto ¥ dodo es Snico.

Es ustal denclur el tnvermo de o comno o (en Lugnr de &)

Ot ?mpiecﬁai 91 oumple la reﬂh de muHLEiAuxoLém (8) es la
asouiatividad : Dadss o2 €, se cumple g oL-(prg) = &p-Y

Deaare/mos como un 3&0&'&0 Sﬁnu'uo vav(gicwr o‘xc\/\q @rqueAaA
/

E/ eJemPlo aviferior tenla como olaj'ehvo ustiar el concepl de “simetr(a’
en lo forma como usvdmedte  surge en Lwir, est es, o traves de
un conjurto de framsformaciones gque  greservan algona estrucva relevarte
de una teoria. En esle caso, se trafaloa de tansformaciones  akines qure
preservan La %rmq de los ecuaciones de Ja. dinamica newdoniona o,
de forma egruiualeyﬂ‘e) gue transforman  omarcs de referemcia  inercides
eutre 5. Dids Hamsformaciones, ak s aplicadas de manern consecu-
tiva, resoltan obedeciends Unas ”re\jla.s de muHiPﬂicaCLcSn”,

Lo anterior da }w\\cja/f o la defnicidn mdemshica de grvpo.

DCqC(H(CAén Un jrt)fo 6 €S un Coiljun'\o ) k3()\(\‘['@ Con olos ’W‘E‘TP“S
P: 666 (e produck) y T:6&—=G (el interso)
que hociendo vio de la nfacidn Plam=gh y L) = 34) soA'isf@acen Los

Enju(em{'es axomas:
(1) AsociaTividad.: (’XléL)%: X (42) pona todo X, Y, €6.
(i) \dewhdad: existe un dewmedy €€, i’algto-Q Je=e9=9 ,Vjéé.
(B4) nverso: Para dodo g€ 6 s¢ comple 95 = e=9Y.



Aumqrue el estudio que levaremos o cabo en este curo sera, em
ﬂemeral, o taves de %J'e,mPlos y cileules concretes, s vadurak (desde

el Puvffo de Vil mmatemshico) considerar Lo grupas como estructura
abstractas, para las cuales es poaUe establecer vesuladas de un alto
ﬁra&o de Jememkﬁagl. As< Uoucs, Veremaos ﬂ/"e hacer Fr%jun+as Je/nexa\es
acerca de Ia Vclase' de agrucllos aropes que son ;%)l\'\%.s, nos Pavmijriro(
ovamzar udhos Wildmelvos, case win darnes cuedla. La  Teor(a general
de ref)rew/ﬁaa‘omes de grefes Soartes podira beﬁo e a‘)bmia, W Mayer
dibico lHad (cDmcePhal,més o teenica ! ) ol caso de grups como dﬂrupo
de  permutaciones

Como idushiacsn de ede /Ffmapio ) Veamss Smo ¢ Fique directamente
de 1o definicion o Iz identidad em un qrupe es Snica.

— Yoy o{»:{tm'cio’n, Jo. devtidad de un Jrep b es un element ceb
4al 9 tal qre qe=cq=e Vqek.

Suponﬂqmos que exisfe ot elemedy & €b con las misma q)ropieolao(.
Pero emtonces debemos terer

e es Wenbidad = Te=ee -c (4e que gek)

e es enhdad = €Ee=ee =g (50\ que € € c)

Se Fgue que e=ee€ =8 es deur, Lo idertidad es Omica.
Ejerocio 2 lsando da definicion de qrope. rmosjrmrg(me el invevso de un

hementts g€ es Siempre Snico.



. SO/L\ACA:O/Y\ g,i@rc,{c{o 1+

—l_ - (Q_E’JJE)R)
X = Xt 1T +RX 9?:(9(4,9(1,9(3)
Jc’—— t R es uvna cmoém 2x3.
S 10 |00 t o 5] ({K/fa el
X1’ ’U- X1 _\__ "XJ
Y'“ uw | R X* L Caso espeoiol gre
XJ U Xg 7(9'5

, es'l'amos oongiole/ramM
u\(\a no’tao{on com/eniw"\e €s /[_a Smju[eﬂ-lél

() = ) () )

— Poa X =o, 2 fmmséormac{ém es una {‘rams(;. Lineal,

dhir e (L1<5
wys e = (|Tra>[ 3

EL PTOAAAc+O de 2 de eslas omatvices ests dado q}\?‘f-:

:|<‘;| 1l<8|> _( /] | <5lﬁ>  que comcio!e
e R ) TlES eS| fuRe )

Con (6) para ol g0 X =0

° goLuCic;n qéra'ao 2.
\J

‘VWG/(SO es fmca — Su()one/r Q(u& o!maﬂ 966, ln%j 2 (nvexsds
cj-‘ ZL 3_, Evitonces se tieme. ASUS:«‘WQ\JLE’
5 (9q)= 8 e J

Jjg =¢ = 3§43

e ~—1 -1~ -1
] SO I "_ < fi!"’(:(}e N -1~
asoamlwdm( — (3 333 5 ! e . e% = 3

S gt
Jd =93 .



[1] EL CONCEPTO DE SIMETRIA.NPN
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