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14. Considere un sistema bosénico con operadores a;, a; que satisfacen reglas de
conmutaciéon de la forma

lak, af] = Sr1,  lan, ] = 0 = [af,,a]]. (1)
Sea A el operador definido como
— T Tt
A= aja5,a5,a; a5,
donde ji,...,Jj5 son indices fijos, pero de otro modo arbitrarios.

e (1 punto) Haciendo uso de las relaciones de conmutacion (1), reescriba el operador
A en la forma

A=:A: +B,
donde “: ;" representa orden normal.

Consideremos ahora operadores de la forma O = Zk(aka2+ﬂkak), es decir, operadores

que sean combinaciones lineales de operadores de creacion (a;) y destruccion (a;). Para

un conjunto de n de estos operadores, 01,0, ..., O0,, tenemos el siguiente resultado,
que facilita enormemente el célculo de funciones de correlacion:

Teorema de Wick:
0102"'071 = 10102"'On1 +Z<O|Ol(’)j|0> (91(51(’)](9”

1<J
+ ) (010:,04,10)(0]0:,04,[0) :01 -+ Oy, - Oy - Oy -+ O, -+ Oy:
i1<J1
12<j2

+ - - (todos los pares de contracciones).

El simbolo “O;” indica que el término “O,” debe ser omitido. Asi mismo es usual hacer
uso de la siguiente notacion:

— L
:ABCDE : = (0|BD|0): ABCDE : = (0|BD|0) : ACE : etc..

En este caso, hablamos de la “contracciéon” de B con D. Tenemos entonces, por ejemplo,
que

1
0104 = (0|01 04]0).

Asi mismo, segin la afirmaciéon del teorema de Wick, debemos tener

1 [ 1
010,03 = :010503: + :010503: + :0:0505: + :0:0,05:

o (1 punto) Vuelva a obtener la descomposicion del operador A del punto anterior en
la forma :A: +B, pero esta vez usando el teorema de Wick enunciado arriba.

Un caso especial del teorema de Wick es aquel en el que el producto que consideramos
es de la forma

Ay ApiOq - OniBy L By,

donde los A;, B; son igualmente combinaciones lineales de operadores de creacién y
destruccion. En este caso, el teorema de Wick aplica “casi” de la misma forma que para
el producto

Ay A0 - Op By ... By,



con la diferencia de que no se deben tener en cuenta contracciones al interior de cada
uno de los grupos {A;}i, {O;};, {Bk}x; esto debiéndose al hecho de que cada grupo
viene ya en orden normal (para ver que esto es cierto es util considerar un par de
ejemplos sencillos).

e (1 punto) Verifique la afirmacion anterior para el siguiente caso:
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+

con O1 = ay, Oy = alT +a;, A1 = a;, Ag = aj;.

El teorema de Wick se generaliza a productos de operadores temporalmente ordenados,
de la siguiente forma:

T(0105-+0p) = :010z---On: + Y _(0[T(0;0;)[0) :01 -+ O+ O+ Oy

1<J
+ Z <O|T(011 OJ1)|O> <O|T(OZ2OJ2)|O> (O R éil T @jl e @iQ T éjz Oyt
i1<J1
i2<j2

+ - - (todos los pares de contracciones temporalment ordenadas).

Para esta version del teorema, es usual hacer uso del mismo simbolo de contraccion
definido arriba, pero queriendo indicar que ahora se trata del valor esperado en el vacio
de un producto temporalmente ordenado:

AB = (0|T(AB)[0).

Cabe anotar que, tanto en este caso, como en el caso anterior, la suma se realiza sobre
— [t
todas las posibles contracciones. Es decir, términos como ABCD y ABCD deben ser

incluidos!

15. En este ejercicio haremos uso de las convenciones usadas en clase para el campo
escalar real, donde la expansion en modos toma la forma

3
o) = | jE” (fol@)ap + F2(@)al)

con fp(x) una onda plana solucion de la ecuacion de KG, con normalizacién dada por

e~ ir®

fo(z) = W

)
p(J:Ep

y donde las relaciones de conmutaciéon son de tipo covariante, es decir vale que
(ap, ag] =2E,5(q —p), etc.

El propagador de Feynman se define como el siguiente producto temporalmente orde-
nado:

Ap(z —y) = (0T (p(x)e(y))]0).

e (1 punto) Muestre que Ap(x —vy) = ﬁ [d*k e @) (k2 — m? +ie) L.

Recordemos ahora la serie de Dyson:

S — i (=o)" /OO dtl.../oo dt,T(Hr(t1)--- Hi(tyn)).

n=0 n! -0 oo




Estamos interesados en obtener expresiones para algunos elementos matriciales de S,
de la forma S;¢ = (i|S|f), a orden bajo en teoria de perturbaciones (n = 1,2). Para
esto vamos a considerar una interaccion de la forma “A¢*”. Esto quiere decir que al
Lagrangiano £, del campo escalar libre le afnadimos un témino de (auto-)interaccion
L7, que sera de la forma £; = —A¢*. Con esto, tendremos una densidad Hamiltoniana,
de la forma H; = A\p*. El Hamiltoniano de interaccion es entonces igual a

H; = / 3t ().

Al cuantizar el campo, damos por entendido que H; esta en orden normal. Es decir,
en realidad tomaremos

Hy =\

Vamos a considerar un proceso de scattering de la forma A + B — C + D, donde las
4 particulas (las 2 incidentes y las 2 dispersadas) tienen la misma masa m. Para las
particulas incidentes tomaremos valores de energia-momento iguales a p4, pp y para
las particulas dispersadas valores q¢ y gp. De esta forma, consideramos los siguientes
estados:

- Estado inicial: [in) = af , af_|0),

- Estado final: |out) = a! al |0).
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Escribiendo S = 1 + R, buscamos calcular (in|R|out). A orden 1 en teoria de pertur-
baciones (serie de Dyson), tenemos

S — —i/ dt/d3x>\ wo(z)h= —i)\/d4$ o)t

e (1 punto) Calcule el elemento matricial (in|S™M |out) y déjelo expresado en términos
de los momentos externos.

Fecha y forma de entrega: martes lero de noviembre, en clase.



